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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемаяѝвниманиюѝчитателяѝкнигаѝпродолжаетѝком-
плексѝучебныхѝпособийѝподѝобщимѝназваниемѝ«Индивидуаль-
ныеѝзаданияѝпоѝвысшейѝматематике».ѝОнѝнаписанѝвѝсоответст-
вииѝсѝдействующимиѝпрограммамиѝкурсаѝвысшейѝматематики
вѝобъемеѝ380–450ѝчасовѝдляѝинженерно-техническихѝспеци-
альностейѝ вузов.ѝ ѝ Этотѝ комплексѝ ѝ можетѝ бытьѝ использован
такжеѝвѝвузахѝдругихѝпрофилей,ѝвѝкоторыхѝколичествоѝчасов,
отведенноеѝ наѝ изучениеѝ высшейѝ математики,ѝ значительно
меньше.ѝ(Вѝпоследнемѝслучаеѝизѝпредлагаемогоѝматериалаѝре-
комендуетсяѝсделатьѝнеобходимуюѝвыборку.)ѝКромеѝтого,ѝон
вполнеѝдоступенѝдляѝстудентовѝвечернихѝиѝзаочныхѝотделе-
нийѝвузов.
Данныйѝ комплексѝ пособийѝ адресованѝ преподавателямѝ и

студентамѝиѝпредназначенѝдляѝпроведенияѝпрактическихѝауди-
торныхѝзанятий,ѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработ
иѝвыдачиѝиндивидуальныхѝдомашнихѝзаданийѝпоѝвсемѝразде-
ламѝкурсаѝвысшейѝматематики.
Вѝтретьейѝкнигеѝкомплексаѝ«Индивидуальныеѝзаданияѝпо

высшейѝматематике»ѝсодержитсяѝматериалѝпоѝрядам,ѝкратным
иѝ криволинейнымѝинтеграламѝ иѝ элементамѝ теорииѝ поля.ѝ Ее
структураѝаналогичнаѝструктуреѝпервыхѝдвухѝкниг,ѝаѝнумера-
цияѝ глав,ѝ параграфовѝ иѝ рисунковѝ продолжаетѝ соответствую-
щуюѝ нумерацию.ѝ Вѝ Приложенияхѝ приведеныѝ двухчасовые
контрольныеѝработыѝдляѝблочныхѝэкзаменов.
Авторыѝвыражаютѝискреннююѝблагодарностьѝрецензентамѝ–

коллективуѝкафедрыѝвысшейѝматематикиѝ№ѝ1ѝБелорусскогоѝна-
циональногоѝтехническогоѝуниверситета,ѝвозглавляемомуѝдокто-
ромѝтехническихѝнаук,ѝпрофессоромѝН.А.ѝМикуликом,ѝиѝзаведу-
ющемуѝ отделомѝ теорииѝ чиселѝ Институтаѝ математикиѝ Нацио-
нальнойѝакадемииѝнаукѝБеларусиѝдокторуѝфизико-математиче-
скихѝнаук,ѝпрофессоруѝВ.И.ѝБерникуѝ–ѝзаѝценныеѝзамечанияѝи
советы,ѝспособствовавшиеѝулучшениюѝкниги.
Всеѝ отзывыѝ иѝ пожеланияѝ просьбаѝ направлятьѝ поѝ адресу:

издательствоѝ «Вышэйшаяѝ школа»,ѝ пр.ѝ Победителей,ѝ 11,
220048,ѝМинск.
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МЕТОДИЧЕСКИЕѝРЕКОМЕНДАЦИИ

Охарактеризуемѝструктуруѝпособия,ѝметодикуѝегоѝисполь-
зования,ѝорганизациюѝпроверкиѝиѝоценкиѝзнаний,ѝнавыковѝи
уменийѝстудентов.
Весьѝпрактическийѝматериалѝпоѝкурсуѝвысшейѝматематики

разделенѝнаѝглавы,ѝвѝкаждойѝизѝкоторыхѝдаютсяѝнеобходимые
теоретическиеѝ сведенияѝ (основныеѝ определения,ѝ формули-
ровкиѝтеорем,ѝформулы),ѝиспользуемыеѝприѝрешенииѝзадачѝи
выполненииѝупражнений.ѝИзложениеѝэтихѝсведенийѝиллюст-
рируетсяѝрешеннымиѝпримерами.ѝ(Началоѝрешенияѝпримеров
обозначаетсяѝсимволомѝ ,ѝаѝконецѝ–ѝ .)ѝЗатемѝдаютсяѝподбор-
киѝзадачѝсѝответамиѝдляѝвсехѝпрактическихѝаудиторныхѝзаня-
тийѝ(АЗ)ѝиѝдляѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработѝна
10–15ѝминутѝвоѝвремяѝэтихѝзанятий.ѝИ,ѝнаконец,ѝприводятся
недельныеѝиндивидуальныеѝдомашниеѝзаданияѝ(ИДЗ),ѝкаждое
изѝкоторыхѝсодержитѝ30ѝвариантовѝиѝсопровождаетсяѝрешени-
емѝтиповогоѝварианта.ѝЧастьѝзадачѝизѝИДЗѝснабженаѝответами.
Вѝконцеѝкаждойѝглавыѝпредлагаютсяѝдополнительныеѝзадачи
повышеннойѝтрудностиѝиѝприкладногоѝхарактера.
Вѝприложенииѝприведеныѝдвухчасовыеѝконтрольныеѝрабо-

тыѝ(каждаяѝ–ѝпоѝ30ѝвариантов)ѝпоѝважнейшимѝтемамѝкурса.
НумерацияѝАЗѝсквознаяѝиѝсостоитѝизѝдвухѝчисел:ѝпервоеѝиз

нихѝуказываетѝнаѝглаву,ѝаѝвтороеѝ–ѝнаѝпорядковыйѝномерѝАЗѝв
этойѝглаве.ѝНапример,ѝшифрѝАЗ-12.1ѝозначает,ѝчтоѝАЗѝотно-
ситсяѝкѝдвенадцатойѝглавеѝиѝявляетсяѝпервымѝпоѝсчету.ѝВѝтре-
тьейѝчастиѝпособияѝсодержитсяѝ21ѝАЗѝиѝ10ѝИДЗ.
ДляѝИДЗѝтакжеѝпринятаѝнумерацияѝпоѝглавам.ѝНапример,

шифрѝИДЗ-12.2ѝозначает,ѝчтоѝИДЗѝотноситсяѝкѝдвенадцатой
главеѝиѝявляетсяѝвторым.ѝВнутриѝкаждогоѝИДЗѝпринятаѝследу-
ющаяѝнумерация:ѝпервоеѝчислоѝозначаетѝномерѝзадачиѝвѝдан-
номѝ задании,ѝ аѝ второеѝ –ѝ номерѝ варианта.ѝ Такимѝ образом,
шифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ16ѝозначает,ѝчтоѝстудентѝдолженѝвыполнять
16-йѝвариантѝизѝИДЗ-12.2,ѝкоторыйѝсодержитѝзадачиѝ1.16,ѝ2.16,
3.16ѝиѝт.д.

5

ПриѝвыдачеѝИДЗѝстудентамѝномераѝвыполняемыхѝвариантов
можноѝменятьѝотѝзаданияѝкѝзаданиюѝпоѝкакой-либоѝсистемеѝили
случайнымѝобразом.ѝБолееѝтого,ѝможноѝприѝвыдачеѝИДЗѝлюбо-
муѝстудентуѝсоставитьѝегоѝвариант,ѝкомбинируяѝоднотипныеѝза-
дачиѝизѝразныхѝвариантов.ѝНапример,ѝшифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ1.2;ѝ2.4;
3.6;ѝ4.1;ѝ5.15ѝозначает,ѝчтоѝстудентуѝследуетѝрешатьѝвѝИДЗ-12.2
первуюѝзадачуѝизѝвариантаѝ2,ѝвторуюѝ–ѝизѝвариантаѝ4,ѝтретьюѝ–
изѝвариантаѝ6,ѝчетвертуюѝ–ѝизѝвариантаѝ1ѝиѝпятуюѝ–ѝизѝварианта
15.ѝТакойѝкомбинированныйѝметодѝвыдачиѝИДЗѝпозволяетѝиз
30ѝвариантовѝполучитьѝбольшоеѝколичествоѝновыхѝвариантов.
ВнедрениеѝИДЗѝвѝучебныйѝпроцессѝпоказало,ѝчтоѝцелесо-

образнееѝ выдаватьѝИДЗѝ неѝ послеѝ каждогоѝ АЗѝ (которых,ѝ как
правило,ѝдваѝвѝнеделю),ѝаѝодноѝнедельноеѝИДЗ,ѝвключающее
основнойѝматериалѝдвухѝАЗѝданнойѝнедели.ѝ
Дадимѝ некоторыеѝ общиеѝ рекомендацииѝ поѝ организации

работыѝстудентовѝвѝсоответствииѝсѝнастоящимѝпособием.
1.ѝВѝвузеѝстуденческиеѝгруппыѝпоѝ25ѝчеловек,ѝпроводятсяѝдва

АЗѝвѝнеделю,ѝпланируютсяѝеженедельныеѝнеѝобязательныеѝдля
посещенияѝ студентамиѝ консультации,ѝ выдаютсяѝ недельные
ИДЗ.ѝПриѝэтихѝусловияхѝдляѝсистематическогоѝконтроляѝсѝвы-
ставлениемѝоценок,ѝуказаниемѝошибокѝиѝпутейѝихѝисправления
могутѝбытьѝиспользованыѝвыдаваемыеѝкаждомуѝпреподавателю
матрицыѝответовѝиѝбанкѝлистовѝрешений,ѝкоторыеѝкафедраѝза-
готавливаетѝдляѝИДЗѝ(студентамѝониѝнеѝвыдаются).ѝЕслиѝматри-
цыѝответовѝсоставляютсяѝдляѝвсехѝзадачѝизѝИДЗ,ѝтоѝлистыѝреше-
нийѝразрабатываютсяѝтолькоѝдляѝтехѝзадачѝиѝвариантов,ѝгдеѝваж-
ноѝпроверитьѝправильностьѝвыбораѝметода,ѝпоследовательнос-
тиѝ действий,ѝ навыковѝ иѝ уменийѝ приѝ вычислениях.ѝ Кафедра
определяет,ѝдляѝкакихѝИДЗѝнужныѝлистыѝрешений.ѝЛистыѝре-
шенийѝ(одинѝвариантѝрасполагаетсяѝнаѝодномѝлисте)ѝиспользу-
ютсяѝ приѝ самоконтролеѝ правильностиѝ выполненияѝ заданий
студентами,ѝприѝвзаимномѝстуденческомѝконтроле,ѝаѝчащеѝвсего
приѝ комбинированномѝ контроле:ѝ преподавательѝ проверяет
лишьѝправильностьѝвыбораѝметода,ѝаѝстудентѝпоѝлистуѝрешенийѝ–
своиѝвычисления.ѝЭтоѝпозволяетѝпроверитьѝИДЗѝѝ25ѝстудентов
заѝ15–20ѝминутѝсѝвыставлениемѝоценокѝвѝжурнал.

2.ѝВѝвузеѝстуденческиеѝ группыѝпоѝ15ѝ человек,ѝ проводятся
дваѝАЗѝвѝнеделю,ѝвѝрасписаниеѝдляѝкаждойѝгруппыѝвключены
обязательныеѝдваѝчасаѝвѝнеделюѝсамоподготовкиѝподѝконтро-
лемѝпреподавателя.ѝПриѝэтихѝусловияхѝорганизацияѝиндиви-
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МЕТОДИЧЕСКИЕѝРЕКОМЕНДАЦИИ

Охарактеризуемѝструктуруѝпособия,ѝметодикуѝегоѝисполь-
зования,ѝорганизациюѝпроверкиѝиѝоценкиѝзнаний,ѝнавыковѝи
уменийѝстудентов.
Весьѝпрактическийѝматериалѝпоѝкурсуѝвысшейѝматематики

разделенѝнаѝглавы,ѝвѝкаждойѝизѝкоторыхѝдаютсяѝнеобходимые
теоретическиеѝ сведенияѝ (основныеѝ определения,ѝ формули-
ровкиѝтеорем,ѝформулы),ѝиспользуемыеѝприѝрешенииѝзадачѝи
выполненииѝупражнений.ѝИзложениеѝэтихѝсведенийѝиллюст-
рируетсяѝрешеннымиѝпримерами.ѝ(Началоѝрешенияѝпримеров
обозначаетсяѝсимволомѝ ,ѝаѝконецѝ–ѝ .)ѝЗатемѝдаютсяѝподбор-
киѝзадачѝсѝответамиѝдляѝвсехѝпрактическихѝаудиторныхѝзаня-
тийѝ(АЗ)ѝиѝдляѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработѝна
10–15ѝминутѝвоѝвремяѝэтихѝзанятий.ѝИ,ѝнаконец,ѝприводятся
недельныеѝиндивидуальныеѝдомашниеѝзаданияѝ(ИДЗ),ѝкаждое
изѝкоторыхѝсодержитѝ30ѝвариантовѝиѝсопровождаетсяѝрешени-
емѝтиповогоѝварианта.ѝЧастьѝзадачѝизѝИДЗѝснабженаѝответами.
Вѝконцеѝкаждойѝглавыѝпредлагаютсяѝдополнительныеѝзадачи
повышеннойѝтрудностиѝиѝприкладногоѝхарактера.
Вѝприложенииѝприведеныѝдвухчасовыеѝконтрольныеѝрабо-

тыѝ(каждаяѝ–ѝпоѝ30ѝвариантов)ѝпоѝважнейшимѝтемамѝкурса.
НумерацияѝАЗѝсквознаяѝиѝсостоитѝизѝдвухѝчисел:ѝпервоеѝиз

нихѝуказываетѝнаѝглаву,ѝаѝвтороеѝ–ѝнаѝпорядковыйѝномерѝАЗѝв
этойѝглаве.ѝНапример,ѝшифрѝАЗ-12.1ѝозначает,ѝчтоѝАЗѝотно-
ситсяѝкѝдвенадцатойѝглавеѝиѝявляетсяѝпервымѝпоѝсчету.ѝВѝтре-
тьейѝчастиѝпособияѝсодержитсяѝ21ѝАЗѝиѝ10ѝИДЗ.
ДляѝИДЗѝтакжеѝпринятаѝнумерацияѝпоѝглавам.ѝНапример,

шифрѝИДЗ-12.2ѝозначает,ѝчтоѝИДЗѝотноситсяѝкѝдвенадцатой
главеѝиѝявляетсяѝвторым.ѝВнутриѝкаждогоѝИДЗѝпринятаѝследу-
ющаяѝнумерация:ѝпервоеѝчислоѝозначаетѝномерѝзадачиѝвѝдан-
номѝ задании,ѝ аѝ второеѝ –ѝ номерѝ варианта.ѝ Такимѝ образом,
шифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ16ѝозначает,ѝчтоѝстудентѝдолженѝвыполнять
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дуальной,ѝ самостоятельной,ѝ творческойѝ работыѝ студентов,
оперативногоѝконтроляѝзаѝкачествомѝэтойѝработыѝзначительно
улучшается.ѝ Рекомендованныеѝ вышеѝ методыѝ пригодныѝ иѝ в
данномѝ случае,ѝ однакоѝ появляютсяѝ новыеѝ возможности.ѝ На
АЗѝбыстрееѝпроверяютсяѝиѝоцениваютсяѝИДЗ,ѝвоѝвремяѝобяза-
тельнойѝ самоподготовкиѝ можноѝ проконтролироватьѝ прора-
боткуѝтеорииѝиѝрешениеѝИДЗ,ѝвыставитьѝоценкиѝчастиѝстуден-
тов,ѝпринятьѝзадолженностиѝпоѝИДЗѝуѝотстающих.
НакапливаниеѝбольшогоѝколичестваѝоценокѝзаѝИДЗ,ѝсамо-

стоятельныеѝ иѝ контрольныеѝ работыѝ вѝ аудиторииѝ позволяет
контролироватьѝ учебныйѝ процесс,ѝ управлятьѝ им,ѝ оценивать
качествоѝусвоенияѝизучаемогоѝматериала.
Всеѝ этоѝ даетѝ возможностьѝ отказатьсяѝ отѝ традиционного

итоговогоѝ семестровогоѝ (годового)ѝ экзаменаѝ поѝ материалу
всегоѝсеместраѝ(учебногоѝгода)ѝиѝввестиѝтакѝназываемуюѝрей-
тинг-блок-модульнуюѝ системуѝ (РБМС)ѝ оценкиѝ знанийѝ и
навыковѝстудентов,ѝ состоящуюѝвѝследующем.ѝМатериалѝсе-
местраѝ (учебногоѝ года)ѝ разбиваетсяѝ наѝ блокиѝ (модули),ѝ по
каждомуѝизѝкоторыхѝвыполняютсяѝАЗ,ѝИДЗѝиѝвѝконцеѝкаждо-
гоѝциклаѝ–ѝ двухчасоваяѝписьменнаяѝколлоквиум-контроль-
наяѝработа,ѝвѝкоторуюѝвходятѝ2–3ѝтеоретическихѝвопросаѝиѝ5–
6ѝ задач.ѝУчетѝоценокѝпоѝАЗ,ѝИДЗѝиѝколлоквиуму-контроль-
нойѝпозволяетѝвывестиѝобъективнуюѝобщуюѝоценкуѝзаѝкаж-
дыйѝблокѝ(модуль)ѝиѝитоговуюѝоценкуѝпоѝвсемѝблокамѝ(моду-
лям)ѝсеместраѝ(учебногоѝгода).ѝПоложениеѝоѝРБМСѝсм.ѝвѝч.ѝ1
данногоѝкомплексаѝучебныхѝпособийѝ(прил.ѝ5).
Вѝзаключениеѝотметим,ѝчтоѝусвоениеѝсодержащегосяѝвѝпо-

собииѝ материалаѝ гарантируетѝ хорошиеѝ знанияѝ студентаѝ по
соответствующимѝ разделамѝ курсаѝ высшейѝматематики.ѝ Для
отличноѝ успевающихѝ студентовѝ можноѝ разработатьѝ специ-
альныеѝзаданияѝнаѝвесьѝсеместр,ѝвключающиеѝзадачиѝнастоя-
щегоѝпособия,ѝаѝтакжеѝдополнительныеѝболееѝсложныеѝзада-
чиѝиѝтеоретическиеѝупражненияѝ(дляѝэтойѝцели,ѝвѝчастности,
предназначеныѝдополнительныеѝзадачиѝвѝконцеѝкаждойѝгла-
вы).ѝПреподавательѝможетѝ выдатьѝ этиѝ заданияѝ вѝначалеѝ се-
местра,ѝустановитьѝграфикѝихѝвыполненияѝподѝсвоимѝконт-
ролем,ѝ разрешитьѝ свободноеѝ посещениеѝ лекционныхѝ или
практическихѝ занятийѝ поѝ высшейѝ математикеѝ иѝ вѝ случае
успешнойѝработыѝвыставитьѝотличнуюѝоценкуѝдоѝэкзамена-
ционнойѝсессии.
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12.ѝРЯДЫ

12.1.ѝЧИСЛОВЫЕѝРЯДЫ.ѝПРИЗНАКИѝСХОДИМОСТИѝ
ЧИСЛОВЫХѝРЯДОВ

Выражениеѝвида

, (12.1)

гдеѝ ,ѝназываетсяѝчисловымѝрядом.ѝЧислаѝ ѝ...ѝназываютсяѝчле-

намиѝряда,ѝчислоѝ ѝ–ѝобщимѝчленомѝряда.

Суммы
,ѝ ,ѝ...,ѝ

называютсяѝчастичнымиѝсуммами,ѝ аѝ ѝ–ѝn-йѝчастичнойѝсуммойѝрядаѝ (12.1).

Еслиѝ ѝсуществуетѝиѝравенѝчислуѝS,ѝт.е.ѝSѝ=ѝ ,ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝназы-

ваетсяѝсходящимся,ѝаѝSѝ–ѝегоѝсуммой.ѝЕслиѝѝ ѝѝнеѝсуществуетѝ(вѝчастнос-

ти,ѝбесконечен),ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝназываетсяѝрасходящимся.ѝРяд

называетсяѝn-мѝостаткомѝрядаѝ(12.1).
Еслиѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝто

.

Примерѝ1.ѝДанѝрядѝ .ѝУстановитьѝсходимостьѝэтогоѝрядаѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.
Запишемѝn-юѝчастичнуюѝсуммуѝданногоѝрядаѝиѝпреобразуемѝее:
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Рядѝвида

(12.2)

представляетѝсобойѝсуммуѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝсоѝзнаменате-
лемѝq.ѝИзвестно,ѝчтоѝприѝѝ|qѝ|ѝ< 1ѝрядѝ(12.2)ѝсходитсяѝиѝегоѝсуммаѝSѝ=ѝa/(1–q).
Еслиѝ| q |ѝ≥ 1,ѝтоѝрядѝ(12.2)ѝрасходится.

Теоремаѝ1ѝ(необходимыйѝпризнакѝсходимостиѝряда).ѝЕслиѝчисловойѝрядѝ(12.1)

сходится,ѝтоѝ = 0.

Обратноеѝутверждениеѝневерно.ѝНапример,ѝвѝгармоническомѝряде

общийѝчленѝстремитсяѝкѝнулю,ѝоднакоѝрядѝрасходится.

Теоремаѝ2ѝ(достаточныйѝпризнакѝрасходимостиѝряда).ѝЕслиѝ = а ≠ 0,

тоѝрядѝ(12.1)ѝрасходится.

Сходимостьѝилиѝрасходимостьѝчисловогоѝрядаѝнеѝнарушается,ѝеслиѝвѝнем
отброситьѝлюбоеѝконечноеѝчислоѝчленов.ѝНоѝегоѝсумма,ѝеслиѝонаѝсуществует,
приѝэтомѝизменяется.

Примерѝ2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Запишемѝобщийѝчленѝданногоѝряда:

.

Тогда

,

т.е.ѝрядѝрасходится.
Рассмотримѝнекоторыеѝдостаточныеѝпризнакиѝсходимостиѝчисловыхѝрядов

сѝположительнымиѝчленами.

Теоремаѝ3ѝ(признакиѝсравнения).ѝЕслиѝданыѝдваѝряда

(12.3)

(12.4)

иѝдляѝвсехѝ ѝвыполняютсяѝнеравенстваѝ ,ѝто:

1)ѝизѝсходимостиѝрядаѝ(12.4)ѝследуетѝсходимостьѝрядаѝ(12.3);
2)ѝизѝрасходимостиѝрядаѝ(12.3)ѝследуетѝрасходимостьѝрядаѝ(12.4).
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Вѝкачествеѝрядовѝдляѝсравненияѝцелесообразноѝвыбиратьѝряд,ѝпредставля-

ющийѝсуммуѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝ ,ѝаѝтакжеѝгармони-

ческийѝ(расходящийся)ѝряд.ѝ

Примерѝ3.ѝДоказатьѝсходимостьѝряда

. (1)

Дляѝустановленияѝсходимостиѝрядаѝ(1)ѝвоспользуемсяѝнеравенством

иѝсравнимѝданныйѝрядѝсоѝсходящимсяѝрядомѝ ,ѝ .ѝСогласно

признакуѝсравненияѝ(см.ѝтеоремуѝ3,ѝп.ѝ1)ѝрядѝ(1)ѝсходится.

Примерѝ4.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Такѝкакѝ ѝдляѝлюбогоѝ ,ѝтоѝчленыѝданногоѝрядаѝбольшеѝсо-

ответствующихѝчленовѝрасходящегосяѝ гармоническогоѝряда.ѝ Значит,ѝ исход-

ныйѝрядѝрасходится.

Теоремаѝ4ѝ(признакѝД’Аламбера).ѝПустьѝдляѝрядаѝ(12.1)ѝ ѝ(начинаяѝсѝне-

которогоѝ )ѝиѝсуществуетѝпредел

.

Тогда:
1)ѝприѝqѝ<ѝ1ѝданныйѝрядѝсходится;

2)ѝприѝqѝ>ѝ1ѝрядѝрасходится.

Приѝqѝ=ѝ1ѝпризнакѝД’Аламбераѝнеѝдаетѝответаѝнаѝвопросѝоѝсходимостиѝили

расходимостиѝряда:ѝонѝможетѝиѝсходиться,ѝиѝрасходиться.ѝВѝэтомѝслучаеѝсхо-

димостьѝрядаѝисследуютѝсѝпомощьюѝдругихѝпризнаков.

Примерѝ5.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .
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Рядѝвида

(12.2)
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.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ5ѝ(радикальныйѝпризнакѝКоши).ѝЕсли,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,

ѝиѝ ,ѝтоѝприѝ ѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝаѝприѝ ѝрасходится.

Приѝqѝ=ѝ1ѝрадикальныйѝпризнакѝКошиѝнеприменим.

Примерѝ6.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

ВоспользуемсяѝрадикальнымѝпризнакомѝКоши:

.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ6ѝ(интегральныйѝпризнакѝКоши).ѝПустьѝчленыѝрядаѝ(12.1)ѝположи-

тельны,ѝмонотонноѝубываютѝиѝфункцияѝ ,ѝнепрерывнаяѝприѝ ,ѝта-

кова,ѝчтоѝ .ѝТогдаѝрядѝ(12.1)ѝиѝинтегралѝ ѝодновременноѝсходятся

илиѝрасходятся.

Например,ѝ посколькуѝ ѝ сходитсяѝ приѝ ѝ иѝ расходится

приѝ ,ѝтоѝрядѝДирихлеѝ ѝсходитсяѝприѝ ѝиѝрасходитсяѝприѝ .

Сходимостьѝмногихѝрядовѝможноѝисследоватьѝпутемѝсравненияѝихѝсѝсоот-

ветствующимѝрядомѝДирихле.

Примерѝ7.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .
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Положим,ѝчтоѝ .ѝЭтаѝфункцияѝудовлетворяетѝвсемѝтребо-

ваниямѝинтегральногоѝпризнакаѝКоши.ѝТогдаѝнесобственныйѝинтеграл

,

т.е.ѝсходится,ѝаѝзначит,ѝданныйѝрядѝтакжеѝсходится.
Числовойѝ рядѝ (12.1),ѝ членыѝ unѝ которогоѝ послеѝ любогоѝ номераѝNѝ (n>N)

имеютѝразныеѝзнаки,ѝназываетсяѝзнакопеременным.
Еслиѝряд

(12.5)

сходится,ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝтакжеѝсходитсяѝ(этоѝлегкоѝдоказывается)ѝиѝназывается

абсолютноѝсходящимся.ѝЕслиѝрядѝ(12.5)ѝрасходится,ѝ аѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝ то

рядѝ(12.1)ѝназываетсяѝусловноѝ(неабсолютно)ѝсходящимся.

Приѝисследованииѝрядаѝнаѝабсолютнуюѝсходимостьѝиспользуютсяѝпризна-

киѝсходимостиѝрядовѝcѝположительнымиѝчленами.

Примерѝ8.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Рассмотримѝряд,ѝсоставленныйѝизѝабсолютныхѝвеличинѝчленовѝданного

ряда,ѝ т.е.ѝрядѝ .ѝТакѝкакѝ ,ѝ тоѝчленыѝисходного

рядаѝнеѝбольшеѝчленовѝрядаѝДирихлеѝ ,ѝкоторый,ѝкакѝизвестно,

сходится.ѝСледовательно,ѝнаѝоснованииѝпризнакаѝсравненияѝ(см.ѝтеоремуѝ3,
п.ѝ1)ѝданныйѝрядѝсходитсяѝабсолютно.ѝ

Рядѝвида

, (12.6)

гдеѝ ,ѝназываетсяѝзнакочередующимсяѝрядом.

Теоремаѝ 7ѝ (признакѝ Лейбница).ѝ Еслиѝ дляѝ знакочередующегосяѝ рядаѝ (12.6)

ѝиѝ ,ѝтоѝрядѝ(12.6)ѝсходитсяѝиѝегоѝсуммаѝSѝудов-

летворяетѝусловиюѝ .

Следствие.ѝ Остатокѝ rnѝ рядаѝ (12.6)ѝ всегдаѝ удовлетворяетѝ условию

.
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.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ5ѝ(радикальныйѝпризнакѝКоши).ѝЕсли,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,

ѝиѝ ,ѝтоѝприѝ ѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝаѝприѝ ѝрасходится.

Приѝqѝ=ѝ1ѝрадикальныйѝпризнакѝКошиѝнеприменим.
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ВоспользуемсяѝрадикальнымѝпризнакомѝКоши:
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Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ6ѝ(интегральныйѝпризнакѝКоши).ѝПустьѝчленыѝрядаѝ(12.1)ѝположи-
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кова,ѝчтоѝ .ѝТогдаѝрядѝ(12.1)ѝиѝинтегралѝ ѝодновременноѝсходятся

илиѝрасходятся.
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ветствующимѝрядомѝДирихле.
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сходится.ѝСледовательно,ѝнаѝоснованииѝпризнакаѝсравненияѝ(см.ѝтеоремуѝ3,
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Например,ѝряд

сходится,ѝ такѝ какѝ выполненыѝ условияѝ признакаѝ Лейбница.ѝ Онѝ сходится

условно,ѝтакѝкакѝрядѝ ѝрасходится.

Абсолютноѝсходящиесяѝрядыѝ(вѝотличиеѝотѝусловноѝсходящихся)ѝобладают
свойствамиѝсуммѝконечногоѝчислаѝ слагаемыхѝ (например,ѝ отѝпеременыѝмест
слагаемыхѝсуммаѝнеѝменяется).

Вернаѝследующая

Теоремаѝ 8.ѝЕслиѝ числовойѝ рядѝ сходитсяѝ условно,ѝ то,ѝ задавѝ любоеѝ числоѝ а,
можноѝтакѝпереставитьѝчленыѝряда,ѝчтоѝегоѝсуммаѝокажетсяѝравнойѝа.ѝБолее
того,ѝможноѝтакѝпереставитьѝчленыѝусловноѝсходящегосяѝряда,ѝчтоѝряд,ѝполучен-
ныйѝпослеѝперестановки,ѝбудетѝрасходящимся.

Проиллюстрируемѝтеоремуѝ8ѝнаѝпримере.ѝРассмотримѝусловноѝсходящий-
сяѝряд

.

Переставимѝегоѝчленыѝтак,ѝчтобыѝпослеѝкаждогоѝположительногоѝчленаѝстоя-
лиѝдваѝотрицательных.ѝПолучим:

.

Сложимѝтеперьѝкаждыйѝположительныйѝчленѝсѝпоследующимѝотрицатель-
ным:

.

Очевидно,ѝчтоѝсуммаѝисходногоѝрядаѝуменьшиласьѝвдвое!

Примерѝ9.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряд

. (1)

Такѝкакѝчленыѝданногоѝзнакочередующегосяѝрядаѝмонотонноѝубываютѝи

,ѝто,ѝсогласноѝпризнакуѝЛейбница,ѝрядѝ(1)ѝсходится.

Рассмотримѝтеперьѝряд,ѝсоставленныйѝизѝабсолютныхѝвеличинѝчленовѝря-

даѝ(1),ѝт.е.ѝряд
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общийѝчленѝкоторогоѝзадаетсяѝфункциейѝ ѝприѝxѝ=ѝn.ѝИмеем:

.

Следовательно,ѝрядѝ(2)ѝрасходится,ѝиѝпоэтомуѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝусловно.ѝ

Примерѝ10.ѝВычислитьѝсуммуѝряда

сѝточностьюѝ

Всякаяѝn-яѝчастичнаяѝсуммаѝсходящегосяѝрядаѝявляетсяѝприближением
кѝ егоѝ суммеѝ сѝ точностью,ѝ неѝпревосходящейѝ абсолютнойѝ величиныѝостатка
этогоѝряда.ѝВыясним,ѝприѝкакомѝколичествеѝчленовѝn-йѝчастичнойѝсуммыѝвы-

полняетсяѝнеравенствоѝ .

Дляѝданногоѝряда

.

Такѝкакѝ ,ѝто

.

Путемѝподбораѝлегкоѝопределить,ѝчтоѝ ѝприѝnѝ=ѝ4.ѝСледова-

тельно,ѝсуммаѝданногоѝрядаѝ(сѝточностьюѝ )

.

Примерѝ11.ѝВычислитьѝсуммуѝряда

сѝточностьюѝ

Такѝкакѝданныйѝрядѝ–ѝ знакочередующийся,ѝ сходящийся,ѝ тоѝ величина

отброшенногоѝприѝвычисленииѝостаткаѝряда,ѝкоторыйѝтакжеѝявляетсяѝзнако-

чередующимся,ѝ неѝпревосходитѝпервогоѝотброшенногоѝчленаѝ (наѝоснова-

нииѝследствияѝизѝпризнакаѝЛейбница).ѝНужноеѝчислоѝчленовѝnѝнайдемѝпу-

темѝподбораѝизѝнеравенстваѝ .ѝПриѝnѝ=ѝ6ѝпоследнееѝнеравенство
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выполняется,ѝзначит,ѝеслиѝотброситьѝвѝданномѝрядеѝвсеѝчлены,ѝначинаяѝсѝшес-

того,ѝтоѝтребуемаяѝточностьѝбудетѝобеспечена.ѝСледовательно,ѝ

.

Приѝсравненииѝрядовѝчастоѝцелесообразнееѝиспользоватьѝнеѝтеоремуѝ3,ѝа
такѝ называемуюѝ теоремуѝ сравненияѝ вѝ предельнойѝ форме,ѝ котораяѝ является
следствиемѝтеоремыѝ3.

Теоремаѝ9.ѝЕслиѝрядыѝ(12.3)ѝиѝ(12.4)ѝсѝположительнымиѝчленамиѝтаковы,ѝчто
существуетѝпредел

,ѝ ,

тоѝобаѝрядаѝилиѝсходятся,ѝилиѝрасходятся.ѝ

Примерѝ12.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряды

,ѝѝ .

СравнимѝданныеѝрядыѝсѝрядомѝДирихлеѝ .ѝ Тогдаѝпо-

лучим:

.

Следовательно,ѝданныеѝрядыѝведутѝсебяѝкакѝрядѝДирихле:ѝприѝ ѝсхо-
дятся,ѝприѝ ѝрасходятся.

АЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму:

(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ5/4.)
2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ .
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3.ѝДоказать,ѝчто:

а)ѝ ; б)ѝ ѝприѝ .

4.ѝСѝпомощьюѝинтегральногоѝпризнакаѝКошиѝисследовать
наѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .

Самостоятельнаяѝработа
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следствиемѝтеоремыѝ3.

Теоремаѝ9.ѝЕслиѝрядыѝ(12.3)ѝиѝ(12.4)ѝсѝположительнымиѝчленамиѝтаковы,ѝчто
существуетѝпредел

,ѝ ,

тоѝобаѝрядаѝилиѝсходятся,ѝилиѝрасходятся.ѝ

Примерѝ12.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряды

,ѝѝ .

СравнимѝданныеѝрядыѝсѝрядомѝДирихлеѝ .ѝ Тогдаѝпо-

лучим:

.

Следовательно,ѝданныеѝрядыѝведутѝсебяѝкакѝрядѝДирихле:ѝприѝ ѝсхо-
дятся,ѝприѝ ѝрасходятся.

АЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму:

(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ5/4.)
2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ .
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3.ѝДоказать,ѝчто:

а)ѝ ; б)ѝ ѝприѝ .

4.ѝСѝпомощьюѝинтегральногоѝпризнакаѝКошиѝисследовать
наѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнайтиѝегоѝсум-

му.ѝ(Ответ:ѝ3/4.)

2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

2.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.ѝ(Ответ:ѝ1/2.)

в)ѝ ; г)ѝ ;

д)ѝ ; е)ѝ .
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2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

3.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

АЗ-12.2

1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимостиѝсле-
дующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ ; г)ѝ ;

д)ѝ ; е)ѝ .

2.ѝ Составитьѝ разностьѝ двухѝ расходящихсяѝ рядов

ѝиѝ ѝиѝисследоватьѝнаѝсходимостьѝполучен-

ныйѝряд.

3.ѝ Найтиѝ суммуѝ рядаѝ ѝ сѝ точностьюѝ .

(Ответ:ѝ0,58.)
4.ѝСколькоѝпервыхѝчленовѝрядаѝдостаточноѝвзять,ѝчтобы

ихѝсуммаѝотличаласьѝотѝсуммыѝрядаѝнаѝвеличину,ѝменьшую,

чемѝ :
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а)ѝ ; б)ѝ ?

(Ответ:ѝа)ѝnѝ=ѝ103;ѝб)ѝnѝ=ѝ106.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝчленами.ѝОценить

абсолютнуюѝ погрешностьѝ вычислений.ѝ (Ответ:ѝ Sѝ =ѝ 0,250,
.)

2.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝпервымиѝчленами.

Оценитьѝабсолютнуюѝпогрешностьѝвычислений.ѝ(Ответ:ѝSѝ=ѝ0,38,

.)

3.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Сколькоѝ первыхѝ членовѝ нужноѝ взятьѝ вѝ ряде

,ѝчтобыѝихѝсуммаѝотличаласьѝотѝсуммыѝря-

даѝнаѝвеличину,ѝнеѝпревосходящуюѝ0,001?
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3.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.ѝ(Ответ:ѝ1/6.)
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ныйѝряд.

3.ѝ Найтиѝ суммуѝ рядаѝ ѝ сѝ точностьюѝ .

(Ответ:ѝ0,58.)
4.ѝСколькоѝпервыхѝчленовѝрядаѝдостаточноѝвзять,ѝчтобы
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а)ѝ ; б)ѝ ?

(Ответ:ѝа)ѝnѝ=ѝ103;ѝб)ѝnѝ=ѝ106.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝчленами.ѝОценить

абсолютнуюѝ погрешностьѝ вычислений.ѝ (Ответ:ѝ Sѝ =ѝ 0,250,
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2.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝпервымиѝчленами.

Оценитьѝабсолютнуюѝпогрешностьѝвычислений.ѝ(Ответ:ѝSѝ=ѝ0,38,

.)

3.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Сколькоѝ первыхѝ членовѝ нужноѝ взятьѝ вѝ ряде

,ѝчтобыѝихѝсуммаѝотличаласьѝотѝсуммыѝря-

даѝнаѝвеличину,ѝнеѝпревосходящуюѝ0,001?
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12.2.ѝФУНКЦИОНАЛЬНЫЕѝИѝСТЕПЕННЫЕѝРЯДЫ

Пустьѝфункцииѝui(x)ѝ(iѝ=ѝ1,ѝ2,ѝ...,ѝn,ѝ...)ѝопределеныѝвѝобластиѝDx.ѝТогдаѝвы-
ражениеѝвида

(12.7)

называетсяѝфункциональнымѝрядом.ѝОнѝназываетсяѝсходящимсяѝвѝточкеѝ ,

еслиѝсходитсяѝчисловойѝрядѝ .ѝМножествоѝзначенийѝх,ѝприѝкоторых

рядѝ (12.7)ѝ сходится,ѝ называетсяѝ областьюѝ сходимостиѝфункциональногоѝ ряда.
Обозначимѝееѝ .ѝКакѝправило,ѝобластьѝ ѝнеѝсовпадаетѝсѝобластьюѝ ,ѝа

являетсяѝееѝчастью:ѝ .

Примерѝ1.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝфункциональногоѝрядаѝѝѝ

.

Данныйѝрядѝявляетсяѝсуммойѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝсоѝзна-

менателемѝ .ѝ Такойѝ рядѝ сходится,ѝ еслиѝ ,ѝ т.е.ѝ при

.ѝПоэтомуѝобластьюѝсходимостиѝисследуемогоѝрядаѝявляетсяѝин-

тервалѝDS :ѝ .ѝТакѝкакѝDx :ѝ ,ѝтоѝ .

Посколькуѝкаждомуѝ ѝсоответствуетѝнекотороеѝчислоѝ–ѝсуммаѝчис-

ловогоѝряда,ѝтоѝуказанноеѝсоответствиеѝопределяетѝфункциюѝSѝ(x),ѝкотораяѝна-
зываетсяѝсуммойѝрядаѝ(12.7)ѝвѝобластиѝDS .

ЕслиѝSѝ(x)ѝ–ѝсуммаѝряда,ѝаѝ ѝ–ѝn-яѝчастич-

наяѝ суммаѝ рядаѝ (12.7),ѝ тоѝ n-йѝ остатокѝ рядаѝ определяетсяѝ равенствомѝ

.ѝ Вѝ областиѝ сходимостиѝ ряда

,ѝаѝ .

Полезноѝтакжеѝдругоеѝопределениеѝсуммыѝфункциональногоѝряда.ѝФунк-
цияѝ ѝназываетсяѝсуммойѝрядаѝ(12.7)ѝвѝнекоторойѝобластиѝD,ѝеслиѝдляѝлю-
богоѝ ѝсуществуетѝтакойѝномерѝ ,ѝчтоѝприѝвсехѝ ѝсправед-
ливоѝнеравенство

. (12.8)
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lim S x( )= rn x( )
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S x( )
ε 0> N0 N0 x( )= n N0>

rn x( ) εѝ x D∈( )<
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Вѝобщемѝслучаеѝ ѝзависитѝотѝх,ѝт.е.ѝприѝзаданномѝ ѝнатуральныеѝчисла

ѝразличныѝдляѝразныхѝзначенийѝ .ѝЕслиѝжеѝсуществуетѝодинѝномерѝ ,

такой,ѝчтоѝприѝ ѝнеравенствоѝ(12.8)ѝсправедливоѝдляѝвсехѝ ,ѝтоѝряд

(12.7)ѝназываетсяѝравномерноѝсходящимсяѝвѝD.ѝВѝслучаеѝравномернойѝсходимос-
тиѝфункциональногоѝрядаѝегоѝn-яѝчастичнаяѝсуммаѝявляетсяѝприближением

суммыѝрядаѝсѝоднойѝиѝтойѝжеѝточностьюѝдляѝвсехѝ .

Функциональныйѝрядѝ(12.7)ѝназываетсяѝмажорируемымѝвѝнекоторойѝоб-
ластиѝD,ѝеслиѝсуществуетѝсходящийсяѝчисловойѝряд

,ѝ (12.9)

такой,ѝчтоѝдляѝвсехѝ ѝсправедливыѝнеравенства:

.

Рядѝ(12.9)ѝназываетсяѝмажорантнымѝ(мажорирующим)ѝрядом.

Например,ѝфункциональныйѝрядѝ

мажорируетсяѝ рядомѝ ,ѝ такѝ какѝ .ѝ Данный

функциональныйѝрядѝравномерноѝсходитсяѝнаѝвсейѝосиѝОх,ѝпосколькуѝонѝма-
жорируетсяѝприѝлюбомѝх.

Равномерноѝсходящиесяѝрядыѝобладаютѝнекоторымиѝобщимиѝсвойствами:

1)ѝеслиѝчленыѝравномерноѝсходящегосяѝрядаѝнепрерывныѝнаѝнекотором
отрезке,ѝтоѝегоѝсуммаѝтакжеѝнепрерывнаѝнаѝэтомѝотрезке;

2)ѝеслиѝчленыѝрядаѝ(12.7)ѝнепрерывныѝнаѝотрезкеѝ[a;ѝb]ѝиѝрядѝравномерно
сходитсяѝнаѝэтомѝотрезке,ѝтоѝвѝслучае,ѝкогдаѝ ,

,

гдеѝ ѝ–ѝсуммаѝрядаѝ(12.7);

3)ѝ еслиѝ рядѝ (12.7),ѝ составленныйѝ изѝ функций,ѝ имеющихѝ непрерывные

производныеѝнаѝотрезкеѝ[a;ѝb],ѝсходитсяѝнаѝэтомѝотрезкеѝкѝсуммеѝ ѝиѝряд

ѝравномерноѝсходитсяѝнаѝтомѝжеѝотрезке,ѝтоѝ

.

Степеннымѝрядомѝназываетсяѝфункциональныйѝрядѝвида
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рядѝ (12.7)ѝ сходится,ѝ называетсяѝ областьюѝ сходимостиѝфункциональногоѝ ряда.
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являетсяѝееѝчастью:ѝ .

Примерѝ1.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝфункциональногоѝрядаѝѝѝ

.

Данныйѝрядѝявляетсяѝсуммойѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝсоѝзна-

менателемѝ .ѝ Такойѝ рядѝ сходится,ѝ еслиѝ ,ѝ т.е.ѝ при

.ѝПоэтомуѝобластьюѝсходимостиѝисследуемогоѝрядаѝявляетсяѝин-

тервалѝDS :ѝ .ѝТакѝкакѝDx :ѝ ,ѝтоѝ .

Посколькуѝкаждомуѝ ѝсоответствуетѝнекотороеѝчислоѝ–ѝсуммаѝчис-

ловогоѝряда,ѝтоѝуказанноеѝсоответствиеѝопределяетѝфункциюѝSѝ(x),ѝкотораяѝна-
зываетсяѝсуммойѝрядаѝ(12.7)ѝвѝобластиѝDS .

ЕслиѝSѝ(x)ѝ–ѝсуммаѝряда,ѝаѝ ѝ–ѝn-яѝчастич-

наяѝ суммаѝ рядаѝ (12.7),ѝ тоѝ n-йѝ остатокѝ рядаѝ определяетсяѝ равенствомѝ

.ѝ Вѝ областиѝ сходимостиѝ ряда

,ѝаѝ .

Полезноѝтакжеѝдругоеѝопределениеѝсуммыѝфункциональногоѝряда.ѝФунк-
цияѝ ѝназываетсяѝсуммойѝрядаѝ(12.7)ѝвѝнекоторойѝобластиѝD,ѝеслиѝдляѝлю-
богоѝ ѝсуществуетѝтакойѝномерѝ ,ѝчтоѝприѝвсехѝ ѝсправед-
ливоѝнеравенство

. (12.8)
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Вѝобщемѝслучаеѝ ѝзависитѝотѝх,ѝт.е.ѝприѝзаданномѝ ѝнатуральныеѝчисла

ѝразличныѝдляѝразныхѝзначенийѝ .ѝЕслиѝжеѝсуществуетѝодинѝномерѝ ,

такой,ѝчтоѝприѝ ѝнеравенствоѝ(12.8)ѝсправедливоѝдляѝвсехѝ ,ѝтоѝряд

(12.7)ѝназываетсяѝравномерноѝсходящимсяѝвѝD.ѝВѝслучаеѝравномернойѝсходимос-
тиѝфункциональногоѝрядаѝегоѝn-яѝчастичнаяѝсуммаѝявляетсяѝприближением

суммыѝрядаѝсѝоднойѝиѝтойѝжеѝточностьюѝдляѝвсехѝ .

Функциональныйѝрядѝ(12.7)ѝназываетсяѝмажорируемымѝвѝнекоторойѝоб-
ластиѝD,ѝеслиѝсуществуетѝсходящийсяѝчисловойѝряд

,ѝ (12.9)

такой,ѝчтоѝдляѝвсехѝ ѝсправедливыѝнеравенства:

.

Рядѝ(12.9)ѝназываетсяѝмажорантнымѝ(мажорирующим)ѝрядом.

Например,ѝфункциональныйѝрядѝ
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,

гдеѝа0,ѝа1,ѝа2,ѝ...,ѝаn,ѝ...ѝ–ѝпостоянныеѝчисла,ѝназываемыеѝкоэффициентамиѝряда,
х0ѝ–ѝфиксированноеѝчисло.ѝПриѝх0ѝ=ѝ0ѝполучаемѝстепеннойѝрядѝвидаѝ

. (12.10)

Теоремаѝ1ѝ (Абеля).ѝ1.ѝЕслиѝстепеннойѝрядѝ(12.10)ѝ сходитсяѝприѝнекотором

значенииѝ ,ѝтоѝонѝабсолютноѝсходитсяѝприѝвсякомѝзначенииѝх,ѝудовле-

творяющемѝусловиюѝ .

2.ѝЕслиѝстепеннойѝрядѝ(12.10)ѝрасходитсяѝприѝнекоторомѝзначенииѝхѝ=ѝх2,ѝто

онѝрасходитсяѝприѝлюбыхѝх,ѝдляѝкоторыхѝ .

Неотрицательноеѝ числоѝ R,ѝ такое,ѝ чтоѝ приѝ всехѝ ѝ степеннойѝ ряд

(12.10)ѝсходится,ѝаѝприѝвсехѝ ѝ–ѝрасходится,ѝназываетсяѝрадиусомѝсходи-
мостиѝряда.ѝИнтервалѝ(–R;ѝR)ѝназываетсяѝинтерваломѝсходимостиѝрядаѝ(12.10).

Радиусѝсходимостиѝстепенногоѝрядаѝ(12.10)ѝопределяетсяѝформулойѝ

ѝилиѝ ,ѝ (12.11)

если,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,ѝвсеѝ .ѝ(Предполагается,ѝчтоѝуказан-
ныеѝпределыѝсуществуютѝилиѝбесконечны.)ѝФормулуѝ(12.11)ѝлегкоѝполучить,
воспользовавшисьѝсоответственноѝпризнакомѝД’Аламбераѝилиѝрадикальным
признакомѝКоши.

Примерѝ2.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝрядаѝ .

Такѝкак

,ѝ ,

то

.

Значит,ѝстепеннойѝѝрядѝсходитсяѝвѝинтервалеѝ(–3/2;ѝ3/2).ѝНаѝконцахѝэтого
интервалаѝрядѝможетѝсходитьсяѝилиѝрасходиться.ѝВѝнашемѝпримереѝприѝѝхѝ=ѝ–3/2

данныйѝрядѝпринимаетѝвидѝ .ѝОнѝсходитсяѝпоѝпризнакуѝЛейбни-
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ца.ѝПриѝхѝ=ѝ3/2ѝполучаемѝрядѝ ,ѝчленыѝкоторогоѝбольшеѝсоответствую-

щихѝчленовѝрасходящегосяѝгармоническогоѝряда.ѝЗначит,ѝприѝхѝ=ѝ3/2ѝстепен-
нойѝрядѝрасходится.ѝСледовательно,ѝобластьюѝсходимостиѝисходногоѝстепен-
ногоѝрядаѝявляетсяѝполуинтервалѝ[–3/2;ѝ3/2).ѝ

Еслиѝданѝрядѝвидаѝ ,ѝтоѝегоѝрадиусѝсходимостиѝRѝопределя-

етсяѝтакжеѝпоѝформулеѝ(12.11),ѝаѝинтерваломѝсходимостиѝбудетѝинтервалѝсѝцен-
тромѝвѝточкеѝхѝ=ѝх0:ѝ(х0ѝ–ѝR;ѝx0ѝ+Rѝ).

Примерѝ3.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝряда

.

Найдемѝрадиусѝсходимостиѝданногоѝряда:

,

т.е.ѝрядѝсходитсяѝвѝинтервалеѝ(0;ѝ4).ѝПриѝхѝ=ѝ0ѝполучаемѝрядѝ ,ѝкото-

рыйѝрасходится,ѝтакѝкакѝегоѝчленыѝбольшеѝчленовѝрасходящегосяѝгармониче-

скогоѝряда,ѝаѝприѝхѝ=ѝ4ѝ–ѝрядѝ ,ѝгдеѝ ,ѝсходя-

щийсяѝпоѝпризнакуѝЛейбница.ѝОбластьѝсходимостиѝданногоѝрядаѝ(0;ѝ4].

Примерѝ4.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝрядаѝ .

Находимѝрадиусѝсходимостиѝряда:

.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой.ѝОтсюда,ѝвѝчаст-
ности,ѝсѝучетомѝнеобходимогоѝпризнакаѝсходимостиѝрядаѝ(см.ѝ§ѝ12.1,ѝтеоремуѝ1)

получаем,ѝчтоѝ ѝдляѝлюбогоѝконечногоѝх.

Наѝвсякомѝотрезкеѝ ,ѝлежащемѝвнутриѝинтервалаѝсходимости,ѝсте-

пеннойѝрядѝсходитсяѝравномерно,ѝпоэтомуѝегоѝсуммаѝвѝинтервалеѝсходимости

являетсяѝнепрерывнойѝфункцией.ѝСтепенныеѝрядыѝможноѝпочленноѝинтегри-
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,

гдеѝа0,ѝа1,ѝа2,ѝ...,ѝаn,ѝ...ѝ–ѝпостоянныеѝчисла,ѝназываемыеѝкоэффициентамиѝряда,
х0ѝ–ѝфиксированноеѝчисло.ѝПриѝх0ѝ=ѝ0ѝполучаемѝстепеннойѝрядѝвидаѝ

. (12.10)

Теоремаѝ1ѝ (Абеля).ѝ1.ѝЕслиѝстепеннойѝрядѝ(12.10)ѝ сходитсяѝприѝнекотором

значенииѝ ,ѝтоѝонѝабсолютноѝсходитсяѝприѝвсякомѝзначенииѝх,ѝудовле-

творяющемѝусловиюѝ .

2.ѝЕслиѝстепеннойѝрядѝ(12.10)ѝрасходитсяѝприѝнекоторомѝзначенииѝхѝ=ѝх2,ѝто

онѝрасходитсяѝприѝлюбыхѝх,ѝдляѝкоторыхѝ .

Неотрицательноеѝ числоѝ R,ѝ такое,ѝ чтоѝ приѝ всехѝ ѝ степеннойѝ ряд

(12.10)ѝсходится,ѝаѝприѝвсехѝ ѝ–ѝрасходится,ѝназываетсяѝрадиусомѝсходи-
мостиѝряда.ѝИнтервалѝ(–R;ѝR)ѝназываетсяѝинтерваломѝсходимостиѝрядаѝ(12.10).

Радиусѝсходимостиѝстепенногоѝрядаѝ(12.10)ѝопределяетсяѝформулойѝ

ѝилиѝ ,ѝ (12.11)

если,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,ѝвсеѝ .ѝ(Предполагается,ѝчтоѝуказан-
ныеѝпределыѝсуществуютѝилиѝбесконечны.)ѝФормулуѝ(12.11)ѝлегкоѝполучить,
воспользовавшисьѝсоответственноѝпризнакомѝД’Аламбераѝилиѝрадикальным
признакомѝКоши.

Примерѝ2.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝрядаѝ .

Такѝкак

,ѝ ,

то

.

Значит,ѝстепеннойѝѝрядѝсходитсяѝвѝинтервалеѝ(–3/2;ѝ3/2).ѝНаѝконцахѝэтого
интервалаѝрядѝможетѝсходитьсяѝилиѝрасходиться.ѝВѝнашемѝпримереѝприѝѝхѝ=ѝ–3/2

данныйѝрядѝпринимаетѝвидѝ .ѝОнѝсходитсяѝпоѝпризнакуѝЛейбни-
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ца.ѝПриѝхѝ=ѝ3/2ѝполучаемѝрядѝ ,ѝчленыѝкоторогоѝбольшеѝсоответствую-

щихѝчленовѝрасходящегосяѝгармоническогоѝряда.ѝЗначит,ѝприѝхѝ=ѝ3/2ѝстепен-
нойѝрядѝрасходится.ѝСледовательно,ѝобластьюѝсходимостиѝисходногоѝстепен-
ногоѝрядаѝявляетсяѝполуинтервалѝ[–3/2;ѝ3/2).ѝ

Еслиѝданѝрядѝвидаѝ ,ѝтоѝегоѝрадиусѝсходимостиѝRѝопределя-

етсяѝтакжеѝпоѝформулеѝ(12.11),ѝаѝинтерваломѝсходимостиѝбудетѝинтервалѝсѝцен-
тромѝвѝточкеѝхѝ=ѝх0:ѝ(х0ѝ–ѝR;ѝx0ѝ+Rѝ).

Примерѝ3.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝряда

.

Найдемѝрадиусѝсходимостиѝданногоѝряда:

,

т.е.ѝрядѝсходитсяѝвѝинтервалеѝ(0;ѝ4).ѝПриѝхѝ=ѝ0ѝполучаемѝрядѝ ,ѝкото-

рыйѝрасходится,ѝтакѝкакѝегоѝчленыѝбольшеѝчленовѝрасходящегосяѝгармониче-

скогоѝряда,ѝаѝприѝхѝ=ѝ4ѝ–ѝрядѝ ,ѝгдеѝ ,ѝсходя-

щийсяѝпоѝпризнакуѝЛейбница.ѝОбластьѝсходимостиѝданногоѝрядаѝ(0;ѝ4].

Примерѝ4.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝрядаѝ .

Находимѝрадиусѝсходимостиѝряда:

.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой.ѝОтсюда,ѝвѝчаст-
ности,ѝсѝучетомѝнеобходимогоѝпризнакаѝсходимостиѝрядаѝ(см.ѝ§ѝ12.1,ѝтеоремуѝ1)

получаем,ѝчтоѝ ѝдляѝлюбогоѝконечногоѝх.

Наѝвсякомѝотрезкеѝ ,ѝлежащемѝвнутриѝинтервалаѝсходимости,ѝсте-

пеннойѝрядѝсходитсяѝравномерно,ѝпоэтомуѝегоѝсуммаѝвѝинтервалеѝсходимости
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роватьѝиѝдифференцироватьѝвѝихѝинтервалахѝсходимости.ѝРадиусѝсходимости

приѝэтомѝнеѝизменяется.

Примерѝ5.ѝНайтиѝсуммуѝряда

.

Приѝ ѝданныйѝрядѝсходитсяѝ(такѝкакѝRѝ=ѝ1),ѝзначит,ѝегоѝможноѝпо-

членноѝ дифференцироватьѝ вѝ интервалеѝ сходимости.ѝ Обозначивѝ суммуѝ ряда

черезѝS(x),ѝимеем:

.

Такѝкакѝ ,ѝполученныйѝрядѝестьѝсуммаѝчленовѝубывающейѝгеометри-
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Итак,ѝсуммаѝданногоѝряда

,ѝ .

Заметим,ѝчтоѝфункцияѝS (x)ѝнайденаѝприѝусловияхѝ ѝиѝ .

Однакоѝонаѝдаетѝправильныйѝрезультатѝиѝприѝ ,ѝ .ѝДействи-

тельно,

,

.

Следовательно,ѝ ,ѝ ,ѝчтоѝѝподтвержда-

етсяѝнепосредственнымѝсуммированиемѝчисловыхѝрядов

ѝиѝ ,ѝ

получаемыхѝ изѝ данногоѝ рядаѝ приѝ ѝ иѝ .ѝ Точки

ѝиѝ ѝѝѝ ,ѝявляютсяѝустранимымиѝточкамиѝраз-

рываѝфункцииѝS (x).ѝ
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,

такѝкакѝпоследнийѝрядѝсостоитѝизѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессии,ѝзнаме-

нательѝкоторойѝ .ѝИнтегрируяѝегоѝпочленно,ѝнаходим:

.

Аналогичноѝисследуемѝрядѝ :

,ѝѝ ,

.

Окончательноѝимеем:

,ѝ .

Такѝкакѝ ,ѝтоѝ ,ѝт.е.ѝхѝ=ѝ0ѝявляетсяѝустра-

нимойѝточкойѝразрыва.ѝ

Пусть,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,ѝ ѝиѝпоказателиѝстепениѝхѝ«идут»

сѝ регулярнымиѝ пропусками.ѝ Например,ѝ рядѝ имеетѝ видѝ ѝ (при-

сутствуютѝтолькоѝнечетныеѝстепениѝх),ѝилиѝ ѝ(присутствуютѝтолько

четныеѝстепениѝх),ѝили,ѝболееѝобщо,ѝ ѝиѝ ,ѝгдеѝkѝ–ѝцелое

число,ѝ ,ѝ т.е.ѝ показателиѝстепениѝхѝ образуютѝарифметическуюѝпрогрес-
сию.ѝТогдаѝформулыѝ(12.11)ѝследуетѝзаменитьѝсоответственноѝна

ѝилиѝ . (12.11*)

Примерѝ8.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝряда
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.

Используемѝпервуюѝизѝформулѝ(12.11*)ѝприѝkѝ=ѝ2.ѝТогда

,

т.е.ѝинтервалѝсходимостиѝданногоѝрядаѝ .ѝНаѝконцахѝинтервала

ѝиѝ ѝполучаемѝодинѝиѝтотѝжеѝчисловойѝсходящийсяѝпо

признакуѝЛейбницаѝ(см.ѝтеоремуѝ7)ѝрядѝ .ѝСледовательно,ѝобластью

сходимостиѝданногоѝрядаѝявляетсяѝотрезокѝ .ѝ

Примерѝ9.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝстепенногоѝряда

.

Используемѝвторуюѝизѝформулѝ(12.11*)ѝприѝkѝ=ѝ3.ѝТакѝкакѝ

,ѝтоѝ .
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вательно,ѝ областьюѝ сходимостиѝ данногоѝ рядаѝ являетсяѝ интервал

.
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д)ѝ ; е)ѝ .

(Ответ:ѝ а)ѝ ;ѝ б)ѝ ;ѝ в)ѝ ;

г) ;ѝд)ѝ ;ѝе)ѝ .)

2.ѝ Найтиѝ областьѝ равномернойѝ сходимостиѝ следующих
рядов:

а)ѝ ; б)ѝ ; в)ѝ .

3.ѝПрименивѝпочленноеѝинтегрированиеѝиѝдифференциро-
вание,ѝнайтиѝсуммыѝуказанныхѝрядов:

а)ѝ ; б)ѝ ; в)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ

.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝрядаѝ .

(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝсуммуѝрядаѝ .

(Ответ:ѝ .)
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2.ѝ1.ѝНайтиѝинтервалѝсходимостиѝрядаѝ ѝи

исследоватьѝсходимостьѝнаѝконцахѝэтогоѝинтервала.ѝ(Ответ:
(1/2;ѝ11/2),ѝрядѝсходитсяѝприѝхѝ=ѝ1/2ѝиѝхѝ=ѝ11/2.)

2.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝрядаѝ .

3.ѝ1.ѝНайтиѝинтервалѝсходимостиѝрядаѝ ѝиѝис-

следоватьѝ сходимостьѝ наѝ концахѝ этогоѝ интервала.ѝ (Ответ:
(–1/10;ѝ1/10),ѝрядѝрасходитсяѝприѝ .)

2.ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝрядаѝ ѝиѝегоѝсумму.

12.3.ѝФОРМУЛЫѝИѝРЯДЫѝТЕЙЛОРАѝИѝМАКЛОРЕНА.ѝ
РАЗЛОЖЕНИЕѝФУНКЦИЙѝВѝСТЕПЕННЫЕѝРЯДЫ

Еслиѝфункцияѝyѝ=ѝf (x)ѝимеетѝпроизводныеѝвѝокрестностиѝточкиѝ ѝдо

(nѝ +ѝ 1)-гоѝ порядкаѝ включительно,ѝ тоѝ существуетѝ точкаѝ

,ѝтакая,ѝчто

, (12.12)

гдеѝ .

Формулаѝ(12.12)ѝназываетсяѝформулойѝТейлораѝфункцииѝyѝ=ѝf (x)ѝдляѝточки
х0,ѝаѝRn(x)ѝ–ѝостаточнымѝчленомѝформулыѝТейлораѝвѝформеѝЛагранжа.ѝМногочлен

называетсяѝмногочленомѝТейлораѝфункцииѝyѝ=ѝf (x).
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Приѝх0ѝ=ѝ0ѝприходимѝкѝчастномуѝслучаюѝформулыѝ(12.12):

, (12.13)

гдеѝ ;ѝ ѝ .

Формулаѝ(12.13)ѝназываетсяѝформулойѝМаклоренаѝфункцииѝyѝ=ѝf (x).

Примерѝ1.ѝРазложитьѝпоѝстепенямѝразностиѝхѝ–ѝ1ѝфункциюѝyѝ=ѝx4ѝ–ѝ3x2ѝ+
+ 2xѝ+ѝ2.

ДляѝтогоѝчтобыѝвоспользоватьсяѝформулойѝТейлораѝприѝх0ѝ=ѝ1,ѝнайдем:

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ ,ѝ...ѝ.

Следовательно,

+ѝ...ѝ.

Примерѝ2.ѝЗаписатьѝмногочленѝТейлораѝфункцииѝ ѝвѝточкеѝх0ѝ=ѝ1.

Находимѝпроизводныеѝданнойѝфункцииѝиѝихѝзначенияѝвѝточкеѝх0ѝ=ѝ1:

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ...,ѝ .

Следовательно,

.

ОстаточныйѝчленѝформулыѝТейлораѝдляѝданнойѝфункцииѝимеетѝвид

.

СформулируемѝусловиеѝразложимостиѝфункцийѝвѝрядѝТейлора.ѝЕслиѝфункция

f (x)ѝ дифференцируемаѝ вѝ окрестностиѝточкиѝ х0ѝ любоеѝ числоѝ разѝ иѝ вѝ некоторой

окрестностиѝэтойѝточкиѝ ѝили
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, (12.14)

то

. (12.15)

Вѝчастности,ѝприѝх0ѝ=ѝ0

. (12.16)

Рядѝ(12.15)ѝназываетсяѝрядомѝТейлора,ѝаѝрядѝ(12.16)ѝ–ѝрядомѝМаклорена.

Условиеѝ (12.14)ѝ являетсяѝ необходимымѝ иѝ достаточнымѝ дляѝ того,ѝ чтобы
ряд,ѝпостроенныйѝпоѝсхемеѝ(12.15)ѝилиѝ(12.16),ѝсходилсяѝкѝфункцииѝf (x)ѝвѝне-

которойѝокрестностиѝточкиѝ .ѝВѝкаждомѝконкретномѝслучаеѝнеобходимо

находитьѝобластьѝсходимостиѝрядаѝкѝданнойѝфункции.

Примерѝ3.ѝРазложитьѝвѝрядѝМаклоренаѝфункциюѝ ѝиѝнайтиѝоб-

ласть,ѝвѝкоторойѝрядѝсходитсяѝкѝданнойѝфункции.

Находимѝпроизводныеѝфункцииѝѝf (x)ѝ=ѝch x:ѝ ,ѝ ,

, ... .ѝ Такимѝ образом,ѝ ,ѝ еслиѝ nѝ –ѝ четное,ѝ и
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, (12.14)

то

. (12.15)

Вѝчастности,ѝприѝх0ѝ=ѝ0

. (12.16)

Рядѝ(12.15)ѝназываетсяѝрядомѝТейлора,ѝаѝрядѝ(12.16)ѝ–ѝрядомѝМаклорена.

Условиеѝ (12.14)ѝ являетсяѝ необходимымѝ иѝ достаточнымѝ дляѝ того,ѝ чтобы
ряд,ѝпостроенныйѝпоѝсхемеѝ(12.15)ѝилиѝ(12.16),ѝсходилсяѝкѝфункцииѝf (x)ѝвѝне-

которойѝокрестностиѝточкиѝ .ѝВѝкаждомѝконкретномѝслучаеѝнеобходимо

находитьѝобластьѝсходимостиѝрядаѝкѝданнойѝфункции.

Примерѝ3.ѝРазложитьѝвѝрядѝМаклоренаѝфункциюѝ ѝиѝнайтиѝоб-

ласть,ѝвѝкоторойѝрядѝсходитсяѝкѝданнойѝфункции.

Находимѝпроизводныеѝфункцииѝѝf (x)ѝ=ѝch x:ѝ ,ѝ ,

, ... .ѝ Такимѝ образом,ѝ ,ѝ еслиѝ nѝ –ѝ четное,ѝ и

,ѝ еслиѝ nѝ –ѝ нечетное.ѝ Полагаяѝ х0ѝ =ѝ 0,ѝ получаем:ѝ ,

,ѝ ,ѝ , ...,ѝ ѝ приѝ nѝ четномѝ и

ѝ приѝ nѝ нечетном.ѝ Подставимѝ найденныеѝ производныеѝ вѝ ряд

(12.16).ѝИмеем:

ѝ. (1)

Воспользовавшисьѝусловиемѝ(12.14),ѝопределимѝинтервал,ѝвѝкоторомѝряд
(1)ѝсходитсяѝкѝданнойѝфункции.

Еслиѝnѝ–ѝнечетное,ѝто

,

еслиѝжеѝnѝ–ѝчетное,ѝто

.

Такѝкакѝ ,ѝтоѝ ѝиѝ .ѝЗначит,ѝ

.
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Но,ѝкакѝбылоѝустановленоѝвѝпримереѝ4ѝизѝ§ѝ12.2,ѝ ѝприѝлюбомѝх.

Следовательно,ѝприѝлюбомѝхѝѝ ѝиѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝкѝфункции

chѝx.ѝ
Аналогичноѝможноѝполучитьѝразложенияѝвѝстепенныеѝрядыѝмногихѝдру-

гихѝфункций:

,ѝ (12.17)

, (12.18)

, (12.19)

, (12.20)

. (12.21)

Дляѝкаждогоѝслучаяѝвѝскобкахѝуказанаѝобласть,ѝвѝкоторойѝстепеннойѝряд
сходитсяѝкѝсоответствующейѝфункции.ѝПоследнийѝряд,ѝназываемыйѝбиноми-
альным,ѝнаѝконцахѝинтервалаѝсходимостиѝведетѝсебяѝпо-разномуѝвѝзависимости
отѝ :ѝприѝ ѝабсолютноѝсходитсяѝвѝточкахѝ ;ѝприѝ
расходитсяѝвѝточкеѝ ѝѝиѝусловноѝсходитсяѝвѝточкеѝхѝ=ѝ1;ѝприѝ ѝрас-
ходитсяѝвѝточкахѝ .

Вѝобщемѝслучаеѝразложениеѝвѝстепенныеѝрядыѝоснованоѝнаѝиспользовании
рядовѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝНоѝнаѝпрактикеѝстепенныеѝрядыѝмногихѝфунк-
цийѝможноѝнайтиѝформально,ѝиспользуяѝрядыѝ(12.17)ѝ–ѝ(12.21)ѝилиѝформулуѝдля
суммыѝчленовѝ геометрическойѝпрогрессии.ѝИногдаѝприѝразложенииѝполезно
пользоватьсяѝпочленнымѝдифференцированиемѝилиѝинтегрированиемѝрядов.
Вѝинтервалеѝсходимостиѝрядыѝсходятсяѝкѝсоответствующимѝфункциям.

Например,ѝ приѝ разложенииѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функцииѝ ѝ в

формулуѝ(12.18)ѝвместоѝхѝподставляемѝ .ѝТогда

.

Полученныйѝ рядѝ сходитсяѝ приѝ любыхѝ ,ѝ ноѝ следуетѝ помнить,ѝ что

функцияѝ ѝнеѝопределенаѝприѝ .ѝПоэтомуѝнайденныйѝрядѝсходитсяѝк

функцииѝ ѝтолькоѝвѝполуинтервалеѝ .

Аналогичноѝ можноѝ записатьѝ степенныеѝ рядыѝ функцийѝ ѝ и

:

x
n 1+

n 1+( ) !
-------------------

n ∞→
lim 0=

Rn x( )
n ∞→
lim 0=

e
x 1 x

1 !
---- x

2

2 !
----- ... x

n

n !
----- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + + + +=

xcos 1 x
2

2 !
-----– x

4

4 !
----- ѝ–ѝ... –1( )n x

2n

2n( ) !
------------- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + +=

xsin x x
3

3 !
-----– x

5

5 !
----- ѝ–ѝ... –1( )n 1– x

2n 1–

2n 1–( )!
---------------------- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + +=

lnѝ 1 x+( ) x x
2

2
-----– x

3

3
----- ...– –1( )n 1– x

n

n
----- ...ѝ –1 x< 1≤( )+ + +=

1 x+( )m 1 m
1 !
----x

m m 1–( )
2 !

-----------------------x
2

...+ + + +=

m m 1–( )... m n– 1+( )
n !

-------------------------------------------------------- x
n

...ѝ –1 x 1< <( )+ +

m R∈ m 0≥ x 1±= –1 m 0< <
x –1= m –1≤

x 1±=

f x( ) xcos=
x

xcos 1 x
2 !
----– x

2

4 !
----- ...– –1( )n x

n

2n( ) !
------------- ...+ + +=

x R∈

xcos x 0<

xcos 0 x≤ +∞<

f x( ) e
–2x=

f x( ) xsin
x

----------=

31

Примерѝ4.ѝРазложитьѝвѝрядѝМаклоренаѝфункциюѝ .

Разложимѝданнуюѝфункциюѝнаѝсуммуѝпростейшихѝрациональныхѝдробей:

.

Поскольку

, (1)

, (2)

то

. (3)

Такѝкакѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝприѝ ,ѝаѝрядѝ(2)ѝ–ѝприѝ ,ѝтоѝрядѝ(3)

сходитсяѝкѝданнойѝфункцииѝприѝ .

Примерѝ5.ѝРазложитьѝвѝстепеннойѝрядѝфункциюѝ .

Очевидно,ѝчто

.

Полученныйѝрядѝсходитсяѝвнутриѝотрезкаѝ[–1;ѝ1],ѝзначит,ѝегоѝможноѝпо-

членноѝинтегрироватьѝнаѝлюбомѝотрезкеѝ .ѝѝСледовательно,

,

,

т.е.ѝполучилиѝряд,ѝсходящийсяѝкѝданнойѝфункцииѝприѝ .
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Но,ѝкакѝбылоѝустановленоѝвѝпримереѝ4ѝизѝ§ѝ12.2,ѝ ѝприѝлюбомѝх.

Следовательно,ѝприѝлюбомѝхѝѝ ѝиѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝкѝфункции

chѝx.ѝ
Аналогичноѝможноѝполучитьѝразложенияѝвѝстепенныеѝрядыѝмногихѝдру-

гихѝфункций:

,ѝ (12.17)

, (12.18)

, (12.19)

, (12.20)

. (12.21)

Дляѝкаждогоѝслучаяѝвѝскобкахѝуказанаѝобласть,ѝвѝкоторойѝстепеннойѝряд
сходитсяѝкѝсоответствующейѝфункции.ѝПоследнийѝряд,ѝназываемыйѝбиноми-
альным,ѝнаѝконцахѝинтервалаѝсходимостиѝведетѝсебяѝпо-разномуѝвѝзависимости
отѝ :ѝприѝ ѝабсолютноѝсходитсяѝвѝточкахѝ ;ѝприѝ
расходитсяѝвѝточкеѝ ѝѝиѝусловноѝсходитсяѝвѝточкеѝхѝ=ѝ1;ѝприѝ ѝрас-
ходитсяѝвѝточкахѝ .

Вѝобщемѝслучаеѝразложениеѝвѝстепенныеѝрядыѝоснованоѝнаѝиспользовании
рядовѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝНоѝнаѝпрактикеѝстепенныеѝрядыѝмногихѝфунк-
цийѝможноѝнайтиѝформально,ѝиспользуяѝрядыѝ(12.17)ѝ–ѝ(12.21)ѝилиѝформулуѝдля
суммыѝчленовѝ геометрическойѝпрогрессии.ѝИногдаѝприѝразложенииѝполезно
пользоватьсяѝпочленнымѝдифференцированиемѝилиѝинтегрированиемѝрядов.
Вѝинтервалеѝсходимостиѝрядыѝсходятсяѝкѝсоответствующимѝфункциям.

Например,ѝ приѝ разложенииѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функцииѝ ѝ в

формулуѝ(12.18)ѝвместоѝхѝподставляемѝ .ѝТогда

.

Полученныйѝ рядѝ сходитсяѝ приѝ любыхѝ ,ѝ ноѝ следуетѝ помнить,ѝ что

функцияѝ ѝнеѝопределенаѝприѝ .ѝПоэтомуѝнайденныйѝрядѝсходитсяѝк

функцииѝ ѝтолькоѝвѝполуинтервалеѝ .

Аналогичноѝ можноѝ записатьѝ степенныеѝ рядыѝ функцийѝ ѝ и

:

x
n 1+

n 1+( ) !
-------------------

n ∞→
lim 0=

Rn x( )
n ∞→
lim 0=

e
x 1 x

1 !
---- x

2

2 !
----- ... x

n

n !
----- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + + + +=

xcos 1 x
2

2 !
-----– x

4

4 !
----- ѝ–ѝ... –1( )n x

2n

2n( ) !
------------- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + +=

xsin x x
3

3 !
-----– x

5

5 !
----- ѝ–ѝ... –1( )n 1– x

2n 1–

2n 1–( )!
---------------------- ...ѝ –∞ x +∞< <( )+ + +=

lnѝ 1 x+( ) x x
2

2
-----– x

3

3
----- ...– –1( )n 1– x

n

n
----- ...ѝ –1 x< 1≤( )+ + +=

1 x+( )m 1 m
1 !
----x

m m 1–( )
2 !

-----------------------x
2

...+ + + +=

m m 1–( )... m n– 1+( )
n !

-------------------------------------------------------- x
n

...ѝ –1 x 1< <( )+ +

m R∈ m 0≥ x 1±= –1 m 0< <
x –1= m –1≤

x 1±=

f x( ) xcos=
x

xcos 1 x
2 !
----– x

2

4 !
----- ...– –1( )n x

n

2n( ) !
------------- ...+ + +=

x R∈

xcos x 0<

xcos 0 x≤ +∞<

f x( ) e
–2x=

f x( ) xsin
x

----------=

31

Примерѝ4.ѝРазложитьѝвѝрядѝМаклоренаѝфункциюѝ .

Разложимѝданнуюѝфункциюѝнаѝсуммуѝпростейшихѝрациональныхѝдробей:

.

Поскольку

, (1)

, (2)

то

. (3)

Такѝкакѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝприѝ ,ѝаѝрядѝ(2)ѝ–ѝприѝ ,ѝтоѝрядѝ(3)

сходитсяѝкѝданнойѝфункцииѝприѝ .

Примерѝ5.ѝРазложитьѝвѝстепеннойѝрядѝфункциюѝ .

Очевидно,ѝчто

.

Полученныйѝрядѝсходитсяѝвнутриѝотрезкаѝ[–1;ѝ1],ѝзначит,ѝегоѝможноѝпо-

членноѝинтегрироватьѝнаѝлюбомѝотрезкеѝ .ѝѝСледовательно,

,

,

т.е.ѝполучилиѝряд,ѝсходящийсяѝкѝданнойѝфункцииѝприѝ .
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АЗ-12.4

1.ѝРазложитьѝпоѝстепенямѝхѝ+ѝ1ѝмногочленѝ

.

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝпоѝстепенямѝхѝфункциюѝ ,ѝне-

посредственноѝиспользуяѝрядѝМаклорена.

3.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝпоѝ степенямѝ хѝ указаннуюѝфункциюѝи
найтиѝобластьѝсходимостиѝполученногоѝряда:

а)ѝ ; б)ѝ ; в)ѝ ;

г)ѝ ;ѝ д)ѝ ; е)ѝ .

4.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ поѝ степенямѝ хѝ +ѝ 2ѝ функцию

.

5.ѝЗаписатьѝразложениеѝфункцииѝ ѝвѝрядѝпо
степенямѝ1ѝ+ѝх.

6.ѝНайтиѝпервыеѝтриѝчленаѝразложенияѝвѝстепеннойѝряд

функции,ѝзаданнойѝуравнениемѝ ,ѝеслиѝизвестно,

чтоѝѝyѝ=ѝ1ѝприѝхѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Найтиѝ первыеѝ триѝ членаѝ разложенияѝ функции

ѝвѝрядѝпоѝстепенямѝхѝ–4.

2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝиѝнайтиѝобластьѝсходимостиѝэтогоѝряда.ѝ(Ответ:

.)

2.ѝ 1. Найтиѝразложениеѝ вѝ степеннойѝрядѝфункцииѝ

.ѝ
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2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝ иѝ найтиѝ областьѝ сходимостиѝ этогоѝ ряда.

(Ответ:ѝ .)

3.ѝ 1. Разложитьѝ поѝ степенямѝ суммыѝ хѝ +ѝ 1ѝ многочлен

.

2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝ иѝ найтиѝ областьѝ сходимостиѝ этогоѝ ряда.ѝ (От-

вет:ѝ .)

12.4.ѝСТЕПЕННЫЕѝРЯДЫѝ
ВѝПРИБЛИЖЕННЫХѝВЫЧИСЛЕНИЯХ

Вычислениеѝ значенийѝ функции.ѝ Пустьѝ данѝ степеннойѝ рядѝ функции
.ѝЗадачаѝвычисленияѝзначенияѝэтойѝфункцииѝзаключаетсяѝвѝотыска-

нииѝсуммыѝрядаѝприѝзаданномѝзначенииѝаргумента.ѝОграничиваясьѝопреде-
леннымѝчисломѝчленовѝряда,ѝнаходимѝзначениеѝфункцииѝсѝточностью,ѝкото-
руюѝможноѝустанавливатьѝпутемѝоцениванияѝостаткаѝчисловогоѝрядаѝлибоѝос-
таточногоѝчленаѝ ѝформулыѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝ

Примерѝ1.ѝВычислитьѝlnѝ2ѝсѝточностьюѝ .

Известно,ѝчтоѝстепеннойѝряд

... (1)

приѝхѝ=ѝ1ѝсходитсяѝусловноѝ(см.ѝ§ѝ12.1,ѝпримерѝ8).ѝДляѝтогоѝчтобыѝвычислить
ln 2ѝсѝпомощьюѝрядаѝ(1)ѝсѝточностьюѝ ,ѝнеобходимоѝвзятьѝнеѝменее
10 000ѝегоѝчленов.ѝПоэтомуѝвоспользуемсяѝрядом,ѝкоторыйѝполучаетсяѝвѝре-
зультатеѝвычитанияѝстепенныхѝрядовѝфункцийѝ ѝиѝ :

. (2)

Приѝ ѝрядѝ (2)ѝ сходитсяѝ абсолютно,ѝ такѝкакѝ егоѝрадиусѝ сходимости
R = 1,ѝчтоѝлегкоѝустанавливаетсяѝсѝпомощьюѝпризнакаѝД’Аламбера.

Посколькуѝ =ѝ2ѝприѝхѝ=ѝ1/3,ѝто,ѝподставивѝэтоѝзначениеѝхѝвѝряд,ѝполучим:

.
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АЗ-12.4

1.ѝРазложитьѝпоѝстепенямѝхѝ+ѝ1ѝмногочленѝ

.

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝпоѝстепенямѝхѝфункциюѝ ,ѝне-

посредственноѝиспользуяѝрядѝМаклорена.

3.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝпоѝ степенямѝ хѝ указаннуюѝфункциюѝи
найтиѝобластьѝсходимостиѝполученногоѝряда:

а)ѝ ; б)ѝ ; в)ѝ ;

г)ѝ ;ѝ д)ѝ ; е)ѝ .

4.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ поѝ степенямѝ хѝ +ѝ 2ѝ функцию

.

5.ѝЗаписатьѝразложениеѝфункцииѝ ѝвѝрядѝпо
степенямѝ1ѝ+ѝх.

6.ѝНайтиѝпервыеѝтриѝчленаѝразложенияѝвѝстепеннойѝряд

функции,ѝзаданнойѝуравнениемѝ ,ѝеслиѝизвестно,

чтоѝѝyѝ=ѝ1ѝприѝхѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Найтиѝ первыеѝ триѝ членаѝ разложенияѝ функции

ѝвѝрядѝпоѝстепенямѝхѝ–4.

2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝиѝнайтиѝобластьѝсходимостиѝэтогоѝряда.ѝ(Ответ:

.)

2.ѝ 1. Найтиѝразложениеѝ вѝ степеннойѝрядѝфункцииѝ

.ѝ
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2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝ иѝ найтиѝ областьѝ сходимостиѝ этогоѝ ряда.

(Ответ:ѝ .)

3.ѝ 1. Разложитьѝ поѝ степенямѝ суммыѝ хѝ +ѝ 1ѝ многочлен

.

2. Разложитьѝ вѝ степеннойѝ рядѝ функциюѝ

ѝ иѝ найтиѝ областьѝ сходимостиѝ этогоѝ ряда.ѝ (От-

вет:ѝ .)

12.4.ѝСТЕПЕННЫЕѝРЯДЫѝ
ВѝПРИБЛИЖЕННЫХѝВЫЧИСЛЕНИЯХ

Вычислениеѝ значенийѝ функции.ѝ Пустьѝ данѝ степеннойѝ рядѝ функции
.ѝЗадачаѝвычисленияѝзначенияѝэтойѝфункцииѝзаключаетсяѝвѝотыска-

нииѝсуммыѝрядаѝприѝзаданномѝзначенииѝаргумента.ѝОграничиваясьѝопреде-
леннымѝчисломѝчленовѝряда,ѝнаходимѝзначениеѝфункцииѝсѝточностью,ѝкото-
руюѝможноѝустанавливатьѝпутемѝоцениванияѝостаткаѝчисловогоѝрядаѝлибоѝос-
таточногоѝчленаѝ ѝформулыѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝ

Примерѝ1.ѝВычислитьѝlnѝ2ѝсѝточностьюѝ .

Известно,ѝчтоѝстепеннойѝряд

... (1)

приѝхѝ=ѝ1ѝсходитсяѝусловноѝ(см.ѝ§ѝ12.1,ѝпримерѝ8).ѝДляѝтогоѝчтобыѝвычислить
ln 2ѝсѝпомощьюѝрядаѝ(1)ѝсѝточностьюѝ ,ѝнеобходимоѝвзятьѝнеѝменее
10 000ѝегоѝчленов.ѝПоэтомуѝвоспользуемсяѝрядом,ѝкоторыйѝполучаетсяѝвѝре-
зультатеѝвычитанияѝстепенныхѝрядовѝфункцийѝ ѝиѝ :

. (2)

Приѝ ѝрядѝ (2)ѝ сходитсяѝ абсолютно,ѝ такѝкакѝ егоѝрадиусѝ сходимости
R = 1,ѝчтоѝлегкоѝустанавливаетсяѝсѝпомощьюѝпризнакаѝД’Аламбера.

Посколькуѝ =ѝ2ѝприѝхѝ=ѝ1/3,ѝто,ѝподставивѝэтоѝзначениеѝхѝвѝряд,ѝполучим:

.
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Дляѝвычисленияѝlnѝ2ѝсѝзаданнойѝточностьюѝнеобходимоѝнайтиѝтакоеѝчисло
nѝчленовѝчастичнойѝсуммыѝSn,ѝприѝкоторомѝсуммаѝостаткаѝ .ѝВѝнашем
случае

. (3)

Посколькуѝчислаѝ2nѝ+ѝ3,ѝ2nѝ+ѝ5,ѝ...ѝбольше,ѝчемѝ2nѝ+ѝ1,ѝто,ѝзаменивѝихѝнаѝ2nѝ+ѝ1,
мыѝувеличимѝкаждуюѝдробьѝвѝформулеѝ(3).ѝПоэтому

.

Путемѝподбораѝзначенийѝnѝнаходим,ѝчтоѝдляѝnѝ=ѝ3ѝѝ ,ѝприѝэтом

lnѝ2ѝ=ѝ0,6931.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Воспользуемсяѝразложениемѝвѝстепеннойѝрядѝфункцииѝ ѝ(см.ѝформулу

(12.17)),ѝвѝкоторомѝпримемѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогдаѝполучим:

.

Остатокѝэтогоѝряда

,

такѝкакѝ .ѝПриѝnѝ=ѝ4ѝѝ .ѝСледовательно,ѝ

.

Дляѝопределенияѝчислаѝчленовѝряда,ѝобеспечивающихѝзаданнуюѝточность

вычисления,ѝможноѝвоспользоватьсяѝостаточнымѝчленомѝформулыѝМаклорена

,ѝ

гдеѝ ;ѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогдаѝприѝnѝ=ѝ4

.ѝ

Примерѝ3.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .
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Подставимѝвѝформулуѝ(12.19)ѝзначениеѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогда

.

Такѝ какѝ остатокѝ знакочередующегосяѝ рядаѝ ѝ (см.ѝ рядѝ (12.6)ѝ и

следствиеѝизѝпризнакаѝЛейбница),ѝтоѝдостаточноѝнайтиѝпервыйѝчленѝ ,

дляѝкоторогоѝ .ѝТогдаѝSnѝѝдастѝзначениеѝфункцииѝтребуемойѝточности.

Очевидно,ѝ чтоѝ ужеѝ третийѝ членѝ рядаѝ ,ѝ поэтомуѝ сѝ точностью

.

Примерѝ4.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Очевидно,ѝ чтоѝ .ѝ Воспользуемсяѝ бино-

миальнымѝрядомѝ(см.ѝформулуѝ(12.21))ѝприѝmѝ=ѝ1/5,ѝхѝ=ѝ1/16:

,

посколькуѝ ужеѝ третийѝ членѝ можноѝ отброситьѝ вѝ силуѝ того,ѝ чтоѝ онѝ меньше

ѝ (см.ѝ следствиеѝ изѝ признакаѝ Лейбница).ѝ Следовательно,

.

Вычислениеѝинтегралов.ѝТакѝкакѝстепенныеѝрядыѝсходятсяѝравномерноѝна
любомѝотрезке,ѝ лежащемѝвнутриѝихѝинтерваловѝ сходимости,ѝ тоѝ сѝпомощью
разложенийѝфункцийѝвѝстепенныеѝрядыѝможноѝнаходитьѝнеопределенныеѝин-
тегралыѝвѝвидеѝстепенныхѝрядовѝиѝприближенноѝвычислятьѝсоответствующие
определенныеѝинтегралы.

Примерѝ5.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Воспользуемсяѝформулойѝ(12.19).ѝЗаменивѝвѝнейѝхѝнаѝх2,ѝполучимѝряд

1
2
---sin 1

2
--- 1

3 ! 23⋅
---------------– 1

5 ! 25⋅
--------------- ...– –1( )n 1– 1

2n 1–( ) ! 22n 1–⋅
------------------------------------------- ...+ + +=

rn un 1+≤

un 1+

un 1+ δ<

1

5 ! 25⋅
--------------- 10–3<

δ 10–3=

1
2
---sin 1

2
--- 1

48
------– 0,479≈ ≈

345 δ 10–3=

345 32 2+5 2 1 1/16+( )1/5= =

1 1
16
-------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1/5
1 1

5
--- 1

16
------

1
5
--- 1

5
--- 1–⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
--------------------- ѝ 1

162
--------+ + +=

1
5
--- 1

5
--- 1–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1
5
--- 2–⎝ ⎠

⎛ ⎞

3 !
--------------------------------------- 1

163
-------- ...+ + 1 1

80
------ 1

3200
------------– ...+ += =

1 0,0125 0,0003– ...+ + 1 012,≈=

δ 10–3=

345 2 1 1/16+( )1/5≈ 2,024=

x
2( )sin xd

0

1

∫ δ 10–3=



34

Дляѝвычисленияѝlnѝ2ѝсѝзаданнойѝточностьюѝнеобходимоѝнайтиѝтакоеѝчисло
nѝчленовѝчастичнойѝсуммыѝSn,ѝприѝкоторомѝсуммаѝостаткаѝ .ѝВѝнашем
случае

. (3)

Посколькуѝчислаѝ2nѝ+ѝ3,ѝ2nѝ+ѝ5,ѝ...ѝбольше,ѝчемѝ2nѝ+ѝ1,ѝто,ѝзаменивѝихѝнаѝ2nѝ+ѝ1,
мыѝувеличимѝкаждуюѝдробьѝвѝформулеѝ(3).ѝПоэтому

.

Путемѝподбораѝзначенийѝnѝнаходим,ѝчтоѝдляѝnѝ=ѝ3ѝѝ ,ѝприѝэтом

lnѝ2ѝ=ѝ0,6931.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Воспользуемсяѝразложениемѝвѝстепеннойѝрядѝфункцииѝ ѝ(см.ѝформулу

(12.17)),ѝвѝкоторомѝпримемѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогдаѝполучим:

.

Остатокѝэтогоѝряда

,

такѝкакѝ .ѝПриѝnѝ=ѝ4ѝѝ .ѝСледовательно,ѝ

.

Дляѝопределенияѝчислаѝчленовѝряда,ѝобеспечивающихѝзаданнуюѝточность

вычисления,ѝможноѝвоспользоватьсяѝостаточнымѝчленомѝформулыѝМаклорена

,ѝ

гдеѝ ;ѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогдаѝприѝnѝ=ѝ4

.ѝ

Примерѝ3.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .
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Подставимѝвѝформулуѝ(12.19)ѝзначениеѝхѝ=ѝ1/2.ѝТогда

.

Такѝ какѝ остатокѝ знакочередующегосяѝ рядаѝ ѝ (см.ѝ рядѝ (12.6)ѝ и

следствиеѝизѝпризнакаѝЛейбница),ѝтоѝдостаточноѝнайтиѝпервыйѝчленѝ ,

дляѝкоторогоѝ .ѝТогдаѝSnѝѝдастѝзначениеѝфункцииѝтребуемойѝточности.

Очевидно,ѝ чтоѝ ужеѝ третийѝ членѝ рядаѝ ,ѝ поэтомуѝ сѝ точностью

.

Примерѝ4.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Очевидно,ѝ чтоѝ .ѝ Воспользуемсяѝ бино-

миальнымѝрядомѝ(см.ѝформулуѝ(12.21))ѝприѝmѝ=ѝ1/5,ѝхѝ=ѝ1/16:

,

посколькуѝ ужеѝ третийѝ членѝ можноѝ отброситьѝ вѝ силуѝ того,ѝ чтоѝ онѝ меньше

ѝ (см.ѝ следствиеѝ изѝ признакаѝ Лейбница).ѝ Следовательно,

.

Вычислениеѝинтегралов.ѝТакѝкакѝстепенныеѝрядыѝсходятсяѝравномерноѝна
любомѝотрезке,ѝ лежащемѝвнутриѝихѝинтерваловѝ сходимости,ѝ тоѝ сѝпомощью
разложенийѝфункцийѝвѝстепенныеѝрядыѝможноѝнаходитьѝнеопределенныеѝин-
тегралыѝвѝвидеѝстепенныхѝрядовѝиѝприближенноѝвычислятьѝсоответствующие
определенныеѝинтегралы.

Примерѝ5.ѝВычислитьѝ ѝсѝточностьюѝ .

Воспользуемсяѝформулойѝ(12.19).ѝЗаменивѝвѝнейѝхѝнаѝх2,ѝполучимѝряд

1
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1
2
---sin 1

2
--- 1
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⎛ ⎞

3 !
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3200
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1 0,0125 0,0003– ...+ + 1 012,≈=

δ 10–3=

345 2 1 1/16+( )1/5≈ 2,024=

x
2( )sin xd

0

1
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36

.

Данныйѝрядѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой,ѝпоэтомуѝегоѝможноѝвсюду
почленноѝинтегрировать.ѝСледовательно,ѝ

,

посколькуѝ ужеѝ третийѝ членѝ полученногоѝ знакочередующегосяѝ рядаѝменьше

.ѝ

Примерѝ6.ѝНайтиѝинтегралѝ ѝвѝвидеѝстепенногоѝрядаѝиѝуказатьѝоб-

ластьѝегоѝсходимости.

Воспользовавшисьѝформулойѝ(12.19),ѝполучимѝрядѝдляѝподынтегральной

функции:

.

Онѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой,ѝследовательно,ѝегоѝможноѝпочленно
интегрировать:

.

Посколькуѝприѝинтегрированииѝстепенногоѝрядаѝегоѝинтервалѝсходимости

неѝизменяется,ѝтоѝполученныйѝрядѝсходитсяѝтакжеѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой.

Приближенноеѝрешениеѝдифференциальныхѝуравнений.ѝВѝслучае,ѝкогдаѝточно

проинтегрироватьѝ дифференциальноеѝ уравнениеѝ сѝ помощьюѝ элементарных

функцийѝнеѝудается,ѝегоѝрешениеѝудобноѝискатьѝвѝвидеѝстепенногоѝряда,ѝна-

примерѝрядаѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝ

ПриѝрешенииѝзадачиѝКоши

,ѝѝ , (12.22)

используетсяѝрядѝТейлора

, (12.23)

x
2( )sin x

2 x
6

3 !
-----– x
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5 !
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x
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------------– x
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1
3
--- 1

7 3 !⋅
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y x( )
y

n( )
x0( )

n !
-------------------- x x0–( )n

n 0=

∞
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гдеѝ ,ѝ ,ѝаѝостальныеѝпроизводныеѝ ѝ(n = 2,

3,ѝ ...)ѝ находятсяѝ путемѝ последовательногоѝ дифференцированияѝ уравнения
(12.22)ѝиѝподстановкиѝначальныхѝданныхѝвѝвыраженияѝдляѝэтихѝпроизводных.

Примерѝ7.ѝНайтиѝпятьѝпервыхѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝ ,ѝеслиѝy (1)ѝ=ѝ1.

Изѝданногоѝуравненияѝнаходим,ѝчтоѝ .ѝДифференциру-

емѝисходноеѝуравнение:

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ .

Подставляяѝнайденныеѝзначенияѝпроизводныхѝвѝрядѝ(12.23),ѝполучаем:

.

Примерѝ8.ѝНайтиѝшестьѝпервыхѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝ дифференциальногоѝ уравненияѝ ,ѝ удовлетворяющего

начальнымѝусловиямѝ ,ѝ .

Подставивѝвѝуравнениеѝначальныеѝусловия,ѝполучим:

.

Дифференцируяѝисходноеѝуравнение,ѝпоследовательноѝнаходим:ѝ

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ .

ПодставляяѝнайденныеѝзначенияѝпроизводныхѝвѝрядѝМаклорена,ѝполучаем:

.

РешениеѝзадачиѝКошиѝ ѝдляѝдифференциальногоѝуравненияѝмож-

ноѝискатьѝтакжеѝвѝвидеѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝ

(12.24)

сѝнеопределеннымиѝкоэффициентамиѝaiѝѝ(i = 0,ѝ1,ѝ...,ѝn,ѝ...).

y x0( ) y0= y ′ x0( ) f x0,ѝy0( )= y
n( )

x0( )

y ′ x
2

y
2+=

y ′ 1( ) 1 1+ 2= =
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y ′ ′ ′ 2 2y ′2 2y y ′ ′+ += y ′ ′ ′ 1( ) 22=

y
I V 4y ′y ′ ′ 2y ′y ′ ′ 2y y ′ ′ ′+ += y

I V 1( ) 116=

y x( ) 1 2 x 1–( ) 6 x 1–( )2

2
---------------------- 22

6
------ x 1–( )3 116
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...+ + + + += =

1 2 x 1–( ) 3 x 1–( )2 11
3
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6
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y
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y
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2+( )y ′ ′ ′+ += y
V 0( ) 14=

y x( ) –2 2x x
2– 1

3
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3 1
4
--- x
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60
------x

5
...+ + + +=

y ϕ x( )=

y ϕ x( ) a0 a1 x x0–( ) a2 x x0–( )2
... an x x0–( )n
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36

.

Данныйѝрядѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой,ѝпоэтомуѝегоѝможноѝвсюду
почленноѝинтегрировать.ѝСледовательно,ѝ

,

посколькуѝ ужеѝ третийѝ членѝ полученногоѝ знакочередующегосяѝ рядаѝменьше

.ѝ

Примерѝ6.ѝНайтиѝинтегралѝ ѝвѝвидеѝстепенногоѝрядаѝиѝуказатьѝоб-

ластьѝегоѝсходимости.

Воспользовавшисьѝформулойѝ(12.19),ѝполучимѝрядѝдляѝподынтегральной

функции:

.

Онѝсходитсяѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой,ѝследовательно,ѝегоѝможноѝпочленно
интегрировать:

.

Посколькуѝприѝинтегрированииѝстепенногоѝрядаѝегоѝинтервалѝсходимости

неѝизменяется,ѝтоѝполученныйѝрядѝсходитсяѝтакжеѝнаѝвсейѝчисловойѝпрямой.

Приближенноеѝрешениеѝдифференциальныхѝуравнений.ѝВѝслучае,ѝкогдаѝточно

проинтегрироватьѝ дифференциальноеѝ уравнениеѝ сѝ помощьюѝ элементарных

функцийѝнеѝудается,ѝегоѝрешениеѝудобноѝискатьѝвѝвидеѝстепенногоѝряда,ѝна-

примерѝрядаѝТейлораѝилиѝМаклорена.ѝ

ПриѝрешенииѝзадачиѝКоши

,ѝѝ , (12.22)

используетсяѝрядѝТейлора

, (12.23)

x
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гдеѝ ,ѝ ,ѝаѝостальныеѝпроизводныеѝ ѝ(n = 2,

3,ѝ ...)ѝ находятсяѝ путемѝ последовательногоѝ дифференцированияѝ уравнения
(12.22)ѝиѝподстановкиѝначальныхѝданныхѝвѝвыраженияѝдляѝэтихѝпроизводных.

Примерѝ7.ѝНайтиѝпятьѝпервыхѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝ ,ѝеслиѝy (1)ѝ=ѝ1.

Изѝданногоѝуравненияѝнаходим,ѝчтоѝ .ѝДифференциру-

емѝисходноеѝуравнение:

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ .

Подставляяѝнайденныеѝзначенияѝпроизводныхѝвѝрядѝ(12.23),ѝполучаем:

.

Примерѝ8.ѝНайтиѝшестьѝпервыхѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝ дифференциальногоѝ уравненияѝ ,ѝ удовлетворяющего

начальнымѝусловиямѝ ,ѝ .

Подставивѝвѝуравнениеѝначальныеѝусловия,ѝполучим:

.

Дифференцируяѝисходноеѝуравнение,ѝпоследовательноѝнаходим:ѝ

,ѝ ,

,ѝ ,

,ѝ .

ПодставляяѝнайденныеѝзначенияѝпроизводныхѝвѝрядѝМаклорена,ѝполучаем:

.

РешениеѝзадачиѝКошиѝ ѝдляѝдифференциальногоѝуравненияѝмож-

ноѝискатьѝтакжеѝвѝвидеѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝ

(12.24)

сѝнеопределеннымиѝкоэффициентамиѝaiѝѝ(i = 0,ѝ1,ѝ...,ѝn,ѝ...).
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3
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4
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Примерѝ 9.ѝИспользовавѝ рядѝ (12.24),ѝ записатьѝ четыреѝ первыхѝ ненулевых

членаѝразложенияѝрешенияѝзадачиѝКошиѝ ,ѝ .

В ѝрядеѝ(12.24)ѝх0 = 1.ѝПоэтому,ѝположивѝх = 1,ѝсѝучетомѝначальногоѝусло-

вияѝнаходим,ѝчтоѝa0 = 2.ѝПродифференцируемѝрядѝ(12.24)ѝиѝподставимѝполу-

ченнуюѝпроизводнуюѝ ,ѝаѝтакжеѝyѝвѝвидеѝрядаѝ(12.24)ѝвѝданноеѝдифференци-

альноеѝуравнение.ѝТогда

.

Теперьѝвѝправойѝиѝлевойѝчастяхѝпоследнегоѝравенстваѝприравниваемѝкоэф-

фициентыѝприѝодинаковыхѝстепеняхѝразностиѝх – 1ѝ(т.е.ѝприѝ(х – 1)0,ѝ(х – 1)1,

(х – 1)2).ѝПолучаемѝпростыеѝуравнения:

,ѝ ,ѝ ,ѝ

изѝкоторых,ѝучитывая,ѝчтоѝa0 = 2,ѝнаходим:ѝa1 = 4,ѝa2 = 17/2,ѝa3 = 50/3.

Следовательно,ѝискомоеѝразложениеѝрешенияѝимеетѝвид

.

АЗ-12.5

1.ѝСѝпомощьюѝстепенныхѝрядовѝвычислитьѝприближенноѝс
точностьюѝ ѝуказанныеѝвеличины:

а)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ ;ѝг)ѝ ;ѝд)ѝ .ѝ

(Ответ:ѝа) 1,396;ѝб)ѝ2,154;ѝв)ѝ0,985;ѝг)ѝ2,001;ѝд)ѝ0,406.)

2.ѝ Сѝ помощьюѝ степенныхѝ рядовѝ вычислитьѝ сѝ точностью
ѝследующиеѝопределенныеѝинтегралы:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ ; г)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ0,508;ѝб)ѝ0,764;ѝв)ѝ4,855;ѝг)ѝ0,245.)

y ′ x y
2 1–+= y 1( ) 2=

y ′

y ′ a1 2a2 x x0–( ) 3a3 x x0–( )2
...+ + += =
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2
+=
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2= 2a2 1 2a0a1+= 3a3 a1

2 2a0a2+=
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2
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e3 103 10°cos 102710 3/2( )ln
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∫ xcos xd
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∫
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1/ x
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1
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∫ e
– x

2

xd

0

1/4

∫
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3.ѝНайтиѝнеопределенныйѝинтегралѝвѝвидеѝстепенногоѝряда
иѝуказатьѝобластьѝсходимостиѝэтогоѝряда:

а)ѝ ; б)ѝ .

4.ѝ Записатьѝ пятьѝ первыхѝненулевыхѝ членовѝ разложенияѝ в
степеннойѝрядѝрешенияѝдифференциальногоѝуравнения,ѝудов-
летворяющегоѝзаданнымѝначальнымѝусловиям:

а)ѝ ,ѝ ;

б)ѝ ,ѝ ;

в)ѝ ,ѝ ,ѝ ;

г)ѝ ,ѝ ,ѝ .

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝsin1ѝсѝточ-

ностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,841.)
2.ѝНайтиѝтриѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝвѝсте-

пеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ .

2.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝ ѝcѝточнос-

тьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ4,121.)

2.ѝНайтиѝчетыреѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝв
степеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ ,ѝ .

3.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝ ѝс

точностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,946.)

2.ѝНайтиѝтриѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝвѝсте-
пеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ .
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Примерѝ 9.ѝИспользовавѝ рядѝ (12.24),ѝ записатьѝ четыреѝ первыхѝ ненулевых

членаѝразложенияѝрешенияѝзадачиѝКошиѝ ,ѝ .

В ѝрядеѝ(12.24)ѝх0 = 1.ѝПоэтому,ѝположивѝх = 1,ѝсѝучетомѝначальногоѝусло-

вияѝнаходим,ѝчтоѝa0 = 2.ѝПродифференцируемѝрядѝ(12.24)ѝиѝподставимѝполу-

ченнуюѝпроизводнуюѝ ,ѝаѝтакжеѝyѝвѝвидеѝрядаѝ(12.24)ѝвѝданноеѝдифференци-

альноеѝуравнение.ѝТогда

.

Теперьѝвѝправойѝиѝлевойѝчастяхѝпоследнегоѝравенстваѝприравниваемѝкоэф-

фициентыѝприѝодинаковыхѝстепеняхѝразностиѝх – 1ѝ(т.е.ѝприѝ(х – 1)0,ѝ(х – 1)1,

(х – 1)2).ѝПолучаемѝпростыеѝуравнения:

,ѝ ,ѝ ,ѝ

изѝкоторых,ѝучитывая,ѝчтоѝa0 = 2,ѝнаходим:ѝa1 = 4,ѝa2 = 17/2,ѝa3 = 50/3.

Следовательно,ѝискомоеѝразложениеѝрешенияѝимеетѝвид

.

АЗ-12.5

1.ѝСѝпомощьюѝстепенныхѝрядовѝвычислитьѝприближенноѝс
точностьюѝ ѝуказанныеѝвеличины:

а)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ ;ѝг)ѝ ;ѝд)ѝ .ѝ

(Ответ:ѝа) 1,396;ѝб)ѝ2,154;ѝв)ѝ0,985;ѝг)ѝ2,001;ѝд)ѝ0,406.)

2.ѝ Сѝ помощьюѝ степенныхѝ рядовѝ вычислитьѝ сѝ точностью
ѝследующиеѝопределенныеѝинтегралы:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ ; г)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ0,508;ѝб)ѝ0,764;ѝв)ѝ4,855;ѝг)ѝ0,245.)
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3.ѝНайтиѝнеопределенныйѝинтегралѝвѝвидеѝстепенногоѝряда
иѝуказатьѝобластьѝсходимостиѝэтогоѝряда:

а)ѝ ; б)ѝ .

4.ѝ Записатьѝ пятьѝ первыхѝненулевыхѝ членовѝ разложенияѝ в
степеннойѝрядѝрешенияѝдифференциальногоѝуравнения,ѝудов-
летворяющегоѝзаданнымѝначальнымѝусловиям:

а)ѝ ,ѝ ;

б)ѝ ,ѝ ;

в)ѝ ,ѝ ,ѝ ;

г)ѝ ,ѝ ,ѝ .

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝsin1ѝсѝточ-

ностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,841.)
2.ѝНайтиѝтриѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝвѝсте-

пеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ .

2.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝ ѝcѝточнос-

тьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ4,121.)

2.ѝНайтиѝчетыреѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝв
степеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ ,ѝ .

3.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝстепенногоѝрядаѝвычислитьѝ ѝс

точностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,946.)

2.ѝНайтиѝтриѝпервыхѝненулевыхѝчленаѝразложенияѝвѝсте-
пеннойѝ рядѝ решенияѝ дифференциальногоѝ уравнения

,ѝеслиѝ .
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12.5.ѝРЯДЫѝФУРЬЕ

Функциональныйѝрядѝвида

, (12.25)

гдеѝкоэффициентыѝan,ѝbnѝ (n = 0,ѝ1,ѝ2,ѝ...)ѝопределяютсяѝпоѝформулам:

,

(12.26)

,

называетсяѝрядомѝФурьеѝфункцииѝf (x).ѝОтметим,ѝчтоѝвсегдаѝb0 = 0.

Функцияѝf (x)ѝназываетсяѝкусочно-монотоннойѝнаѝотрезкеѝ[а;ѝb],ѝеслиѝэтот
отрезокѝможноѝразбитьѝнаѝконечноеѝчислоѝkѝинтерваловѝ(а;ѝѝх1),ѝ(х1;ѝх2),ѝ...,
(хk–1;ѝb)ѝтакимѝобразом,ѝчтобыѝвѝкаждомѝизѝнихѝфункцияѝбылаѝмонотонна.

Теоремаѝ1.ѝЕслиѝфункцияѝf (x)ѝпериодическаяѝ(периодѝ ),ѝкусочно-мо-
нотоннаяѝиѝограниченнаяѝнаѝотрезкеѝ[ ],ѝтоѝееѝрядѝФурьеѝсходитсяѝвѝлюбой
точкеѝ ѝиѝегоѝсумма

.ѝ

Изѝ теоремыѝследует,ѝ чтоѝ ѝ вѝ точкахѝнепрерывностиѝфункции

ѝиѝсуммаѝ ѝравнаѝсреднемуѝарифметическомуѝпределовѝслеваѝиѝсправа

функцииѝ ѝвѝточкахѝразрываѝпервогоѝрода.

Примерѝ1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпериодическуюѝфункциюѝ(сѝперио-
домѝ )

Такѝкакѝ даннаяѝфункцияѝкусочно-монотоннаяѝиѝограниченная,ѝ тоѝона

разлагаетсяѝвѝрядѝФурье.ѝНаходимѝкоэффициентыѝряда:

,
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,

.

Подставляяѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝ(12.25),ѝполучаем:

.

Этотѝрядѝсходитсяѝкѝзаданнойѝпериодическойѝфункцииѝсѝпериодомѝ ѝпри

всехѝ .ѝВѝточкахѝ ѝсуммаѝрядаѝравнаѝ
(рис.ѝ12.1).

Еслиѝфункцияѝ ѝимеетѝпериодѝ2l,ѝтоѝееѝрядѝФурьеѝзаписываетсяѝв

виде

, (12.27)

где

,

(12.28)

.
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,

.

Подставляяѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝ(12.25),ѝполучаем:

.
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Теоремаѝ2.ѝЕслиѝпериодическаяѝфункцияѝсѝпериодомѝ2lѝкусочно-монотоннаяѝи

ограниченнаяѝ наѝ отрезкеѝ [–l;ѝ l],ѝ тоѝ ееѝ рядѝФурьеѝ (12.28)ѝ сходитсяѝ дляѝ любого

ѝкѝсумме

(ср.ѝсѝтеоремойѝ1).

Примерѝ2.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝпериодическойѝфункцииѝсѝпе-

риодомѝ4:

(рис.ѝ12.2).

Находимѝкоэффициентыѝряда:
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Подставивѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝ(12.28),ѝполучим:

.

Еслиѝпериодическаяѝфункцияѝf (x)ѝчетная,ѝтоѝонаѝразлагаетсяѝвѝрядѝФурье

толькоѝпоѝкосинусам,ѝприѝэтом

;

еслиѝжеѝпериодическаяѝфункцияѝf (x)ѝнечетная,ѝтоѝонаѝразлагаетсяѝвѝрядѝФурье
толькоѝпоѝсинусамѝиѝ

.

Такѝ какѝ дляѝ всякойѝпериодическойѝфункцииѝ ѝ f (x)ѝ периодаѝ2lѝ иѝ любого

ѝѝсправедливоѝравенство

,

тоѝкоэффициентыѝрядаѝФурьеѝможноѝвычислятьѝпоѝформулам:

ѝ

гдеѝnѝ=ѝ0,ѝ1,ѝ2,ѝ...ѝ.

Пустьѝфункцияѝf(x)ѝкусочно-монотоннаяѝиѝограниченнаяѝнаѝотрезкеѝ[a;ѝb]ѝ⊂
⊂(–l;ѝ l).ѝЧтобыѝразложитьѝэтуѝфункциюѝвѝрядѝФурье,ѝпродолжимѝееѝпроиз-

вольнымѝобразомѝнаѝинтервалѝ(–l;ѝl)ѝтак,ѝчтобыѝонаѝоставаласьѝкусочно-моно-

тоннойѝиѝограниченнойѝвѝ(–l;ѝl).ѝНайденнуюѝфункциюѝразложимѝвѝрядѝФурье,

которыйѝсходитсяѝкѝзаданнойѝфункцииѝнаѝотрезкеѝ[a;ѝb].ѝЕслиѝзаданнуюѝфунк-

циюѝпродолжитьѝнаѝ(–l;ѝl)ѝчетнымѝобразом,ѝтоѝполучимѝееѝразложениеѝтолько

поѝкосинусам;ѝеслиѝжеѝпродолжитьѝееѝнечетнымѝобразом,ѝтоѝполучимѝразло-

жениеѝтолькоѝпоѝсинусам.ѝ

Например,ѝфункцияѝf(x),ѝопределеннаяѝнаѝѝѝ[a;ѝb]⊂(–l;ѝl)ѝиѝпродолженная

вѝ(–l;ѝl)ѝвѝсоответствииѝсѝравенствами
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Теоремаѝ2.ѝЕслиѝпериодическаяѝфункцияѝсѝпериодомѝ2lѝкусочно-монотоннаяѝи

ограниченнаяѝ наѝ отрезкеѝ [–l;ѝ l],ѝ тоѝ ееѝ рядѝФурьеѝ (12.28)ѝ сходитсяѝ дляѝ любого

ѝкѝсумме

(ср.ѝсѝтеоремойѝ1).

Примерѝ2.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝпериодическойѝфункцииѝсѝпе-

риодомѝ4:

(рис.ѝ12.2).
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Подставивѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝ(12.28),ѝполучим:

.

Еслиѝпериодическаяѝфункцияѝf (x)ѝчетная,ѝтоѝонаѝразлагаетсяѝвѝрядѝФурье

толькоѝпоѝкосинусам,ѝприѝэтом

;

еслиѝжеѝпериодическаяѝфункцияѝf (x)ѝнечетная,ѝтоѝонаѝразлагаетсяѝвѝрядѝФурье
толькоѝпоѝсинусамѝиѝ

.
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,
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ѝ
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разлагаетсяѝтолькоѝпоѝсинусам.ѝСуммаѝS(x)ѝрядаѝФурьеѝтакойѝфункцииѝрав-
наѝf(x)ѝвнутриѝотрезкаѝ[a;ѝb],ѝаѝS(a)ѝ=ѝf(a)/2,ѝS(b)ѝ=ѝf(b)/2ѝсогласноѝтеоремеѝ2
(рис.ѝ12.3).

Примерѝ3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункциюѝ .

Такѝкакѝданнаяѝфункцияѝчетная,ѝтоѝонаѝразлагаетсяѝвѝрядѝФурьеѝтолькоѝпо

косинусам,ѝт.е.ѝ .ѝДалееѝнаходим:

,

.

Отсюдаѝследует,ѝчтоѝ ѝприѝnѝчетном,ѝ ѝприѝnѝнечетном.

ИскомыйѝрядѝФурьеѝданнойѝфункции

.

Р и с .ѝ12.3
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Егоѝсуммаѝравнаѝзаданнойѝфункцииѝнаѝотрезкеѝ[–2;ѝ2],ѝаѝнаѝвсейѝчисловойѝпря-

мойѝ этаѝ суммаѝ определяетѝ периодическуюѝ функциюѝ сѝ периодомѝ

(рис. 12.4).

Примерѝ4.ѝРазложитьѝвѝрядѝпоѝсинусамѝфункциюѝf (x)ѝ=ѝ2ѝ–ѝxѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ2].

Продолжимѝданнуюѝфункциюѝнаѝотрезокѝ [–2;ѝ0]ѝнечетнымѝобразом

(рис.ѝ12.5),ѝт.е.ѝположим
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.

ПодставляяѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝФурье,ѝполучаем:

.ѝ

Примерѝ5.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию,ѝграфикѝкоторойѝизображенѝна

рис.ѝ12.6ѝвѝвидеѝсплошнойѝлинии.

Продолжимѝданнуюѝфункциюѝнаѝотрезокѝ[–2;ѝ0]ѝчетнымѝобразомѝиѝраз-

ложимѝфункциюѝf(x)ѝ=ѝx,ѝxѝ∈[0;ѝ2],ѝпоѝкосинусам,ѝт.е.

,

,

.

ИскомыйѝрядѝФурьеѝимеетѝвид

.

Наѝотрезкеѝ[0;ѝ2]ѝонѝпредставляетѝсобойѝзаданнуюѝфункцию,ѝаѝнаѝвсейѝчисло-
войѝосиѝ–ѝпериодическуюѝфункциюѝсѝпериодомѝ ѝ(см.ѝрис.ѝ12.6,ѝштрихо-
ваяѝиѝсплошнаяѝлинии).ѝ
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ПосколькуѝрядѝФурьеѝсходитсяѝкѝзначениюѝсоответствующейѝфункцииѝв

точках,ѝгдеѝфункцияѝнепрерывна,ѝтоѝрядыѝФурьеѝчастоѝиспользуютсяѝдляѝсум-

мированияѝ числовыхѝ рядов.ѝ Так,ѝ например,ѝ еслиѝ вѝ рядеѝ Фурьеѝ функции,

определеннойѝвѝпримереѝ5,ѝположитьѝxѝ=ѝ2,ѝтоѝполучим:

,

.

Примерѝ 6.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝФурьеѝ поѝ косинусамѝ кратныхѝ дугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ [0;ѝπ]ѝиѝсѝпомощьюѝполученногоѝрядаѝвычислитьѝсуммы
числовыхѝрядов

,ѝѝ .

Разложимѝданнуюѝфункциюѝвѝрядѝпоѝкосинусам,ѝпродолживѝееѝнаѝинтер-

валѝ(–π;ѝ0)ѝчетнымѝобразомѝиѝнаѝвсюѝчисловуюѝпрямуюѝпериодически,ѝсѝпери-

одомѝ2π.ѝТогда

,

.

ПолучилиѝрядѝФурье

.

Такѝкакѝпродолженнаяѝфункцияѝнепрерывна,ѝтоѝееѝрядѝФурьеѝсходитсяѝк

заданнойѝфункцииѝприѝлюбомѝзначенииѝх.ѝПоэтомуѝдляѝхѝ=ѝ0ѝимеем:

,
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.

ПодставляяѝнайденныеѝкоэффициентыѝвѝрядѝФурье,ѝполучаем:

.ѝ

Примерѝ5.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию,ѝграфикѝкоторойѝизображенѝна

рис.ѝ12.6ѝвѝвидеѝсплошнойѝлинии.

Продолжимѝданнуюѝфункциюѝнаѝотрезокѝ[–2;ѝ0]ѝчетнымѝобразомѝиѝраз-

ложимѝфункциюѝf(x)ѝ=ѝx,ѝxѝ∈[0;ѝ2],ѝпоѝкосинусам,ѝт.е.

,

,

.

ИскомыйѝрядѝФурьеѝимеетѝвид

.

Наѝотрезкеѝ[0;ѝ2]ѝонѝпредставляетѝсобойѝзаданнуюѝфункцию,ѝаѝнаѝвсейѝчисло-
войѝосиѝ–ѝпериодическуюѝфункциюѝсѝпериодомѝ ѝ(см.ѝрис.ѝ12.6,ѝштрихо-
ваяѝиѝсплошнаяѝлинии).ѝ
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ПосколькуѝрядѝФурьеѝсходитсяѝкѝзначениюѝсоответствующейѝфункцииѝв

точках,ѝгдеѝфункцияѝнепрерывна,ѝтоѝрядыѝФурьеѝчастоѝиспользуютсяѝдляѝсум-

мированияѝ числовыхѝ рядов.ѝ Так,ѝ например,ѝ еслиѝ вѝ рядеѝ Фурьеѝ функции,

определеннойѝвѝпримереѝ5,ѝположитьѝxѝ=ѝ2,ѝтоѝполучим:

,

.

Примерѝ 6.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝФурьеѝ поѝ косинусамѝ кратныхѝ дугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ [0;ѝπ]ѝиѝсѝпомощьюѝполученногоѝрядаѝвычислитьѝсуммы
числовыхѝрядов

,ѝѝ .

Разложимѝданнуюѝфункциюѝвѝрядѝпоѝкосинусам,ѝпродолживѝееѝнаѝинтер-

валѝ(–π;ѝ0)ѝчетнымѝобразомѝиѝнаѝвсюѝчисловуюѝпрямуюѝпериодически,ѝсѝпери-

одомѝ2π.ѝТогда

,

.

ПолучилиѝрядѝФурье

.

Такѝкакѝпродолженнаяѝфункцияѝнепрерывна,ѝтоѝееѝрядѝФурьеѝсходитсяѝк

заданнойѝфункцииѝприѝлюбомѝзначенииѝх.ѝПоэтомуѝдляѝхѝ=ѝ0ѝимеем:

,
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т.е.

.

Приѝхѝ=ѝπ

,ѝ .

АЗ-12.6

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

имеющуюѝпериодѝ2π.

(Ответ:ѝ )

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпериодическуюѝфункциюѝ(сѝпе-

риодомѝ ),ѝесли

(Ответ:ѝ .)
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4.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункцииѝ ѝнаѝот-
резкеѝ[–π;ѝπ].ѝПостроитьѝграфикиѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ

(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункцииѝ ѝна
отрезкеѝ[–2;ѝ2].ѝПостроитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммы

ряда.ѝ(Ответ:ѝ

2.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункции

Построитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ(Ответ:

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

Построитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ(Ответ:

.)

АЗ-12.7

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝфункциюѝ ѝвѝин-

тервалеѝ(0;ѝπ).ѝПостроитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ
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т.е.

.

Приѝхѝ=ѝπ

,ѝ .

АЗ-12.6

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

имеющуюѝпериодѝ2π.

(Ответ:ѝ )

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпериодическуюѝфункциюѝ(сѝпе-

риодомѝ ),ѝесли

(Ответ:ѝ .)
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4.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункцииѝ ѝнаѝот-
резкеѝ[–π;ѝπ].ѝПостроитьѝграфикиѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ

(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункцииѝ ѝна
отрезкеѝ[–2;ѝ2].ѝПостроитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммы

ряда.ѝ(Ответ:ѝ

2.ѝНайтиѝразложениеѝвѝрядѝФурьеѝфункции

Построитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ(Ответ:

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию

Построитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ(Ответ:

.)

АЗ-12.7

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝфункциюѝ ѝвѝин-

тервалеѝ(0;ѝπ).ѝПостроитьѝграфикиѝданнойѝфункцииѝиѝсуммыѝряда.ѝ
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(Ответ:ѝ .)

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ2].ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ1].ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝПользуясьѝразложениемѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратных
дугѝ функцииѝ ѝ наѝ отрезкеѝ [0;ѝ π],ѝ найтиѝ суммуѝ ряда

.ѝѝ(Ответ:ѝπ/4.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ2].ѝ(Ответ:ѝ

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)
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12.6.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ12

ИДЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму.

1.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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(Ответ:ѝ .)

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ2].ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ1].ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝПользуясьѝразложениемѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратных
дугѝ функцииѝ ѝ наѝ отрезкеѝ [0;ѝ π],ѝ найтиѝ суммуѝ ряда

.ѝѝ(Ответ:ѝπ/4.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ2].ѝ(Ответ:ѝ

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝсинусамѝкратныхѝдугѝфунк-

циюѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝкратныхѝдугѝфункцию

ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝπ].ѝ(Ответ:ѝ .)
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12.6.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ12

ИДЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму.

1.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Исследоватьѝ наѝ сходимостьѝ указанныеѝ рядыѝ сѝ положи-

тельнымиѝчленами.ѝ
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1.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Исследоватьѝ наѝ сходимостьѝ указанныеѝ рядыѝ сѝ положи-

тельнымиѝчленами.ѝ
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2

2.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.9.ѝѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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2.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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∑
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2

2.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.9.ѝѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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2.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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2.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3

3.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

3.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.3.ѝ .ѝѝ(Ответ:ѝсходится.)
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3.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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2.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

2.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

2.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3

3.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

3.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.3.ѝ .ѝѝ(Ответ:ѝсходится.)
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3.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)

3.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝсходится.)
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6.3.ѝ . 6.4.ѝ .

6.5.ѝ . 6.6.ѝ .

6.7.ѝ . 6.8.ѝ .

6.9.ѝ . 6.10.ѝ .

6.11.ѝ . 6.12.ѝ .

6.13.ѝ . 6.14.ѝ .

6.15.ѝ . 6.16.ѝ .
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6.23.ѝ . 6.24.ѝ .
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6.25.ѝ . 6.26.ѝ .

6.27.ѝ . 6.28.ѝ .

6.29.ѝ . 6.30.ѝ .

Исследоватьѝнаѝсходимостьѝиѝабсолютнуюѝсходимостьѝзна-

кочередующиесяѝряды.

7

7.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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6.3.ѝ . 6.4.ѝ .

6.5.ѝ . 6.6.ѝ .

6.7.ѝ . 6.8.ѝ .

6.9.ѝ . 6.10.ѝ .

6.11.ѝ . 6.12.ѝ .

6.13.ѝ . 6.14.ѝ .

6.15.ѝ . 6.16.ѝ .
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6.23.ѝ . 6.24.ѝ .
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6.25.ѝ . 6.26.ѝ .

6.27.ѝ . 6.28.ѝ .

6.29.ѝ . 6.30.ѝ .

Исследоватьѝнаѝсходимостьѝиѝабсолютнуюѝсходимостьѝзна-

кочередующиесяѝряды.

7

7.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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7.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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7.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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7.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝрасходится.)

7.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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7.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

7.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

7.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)
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7.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)

8

8.1.ѝ . 8.2.ѝ .

8.3.ѝ . 8.4.ѝ .

8.5.ѝ . 8.6.ѝ .

8.7.ѝ . 8.8.ѝ .

8.9.ѝ . 8.10.ѝ .

8.11.ѝ . 8.12.ѝ .

8.13.ѝ . 8.14.ѝ .

8.15.ѝ . 8.16.ѝ .

8.17.ѝ . 8.18.ѝ .
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8.19.ѝ . 8.20.ѝ .

8.21.ѝ . 8.22.ѝ .

8.23.ѝ . 8.24.ѝ .

8.25.ѝ . 8.26.ѝ .

8.27.ѝ . 8.28.ѝ .

8.29.ѝ . 8.30.ѝ .

Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝ Доказатьѝ сходимостьѝ рядаѝ ѝ иѝ найтиѝ его

сумму.

Общийѝчленѝ ѝданногоѝрядаѝпредставимѝв

видеѝсуммыѝпростейшихѝдробей:
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7.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝусловноѝсходится.)
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8.3.ѝ . 8.4.ѝ .

8.5.ѝ . 8.6.ѝ .

8.7.ѝ . 8.8.ѝ .

8.9.ѝ . 8.10.ѝ .

8.11.ѝ . 8.12.ѝ .

8.13.ѝ . 8.14.ѝ .

8.15.ѝ . 8.16.ѝ .

8.17.ѝ . 8.18.ѝ .
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8.19.ѝ . 8.20.ѝ .

8.21.ѝ . 8.22.ѝ .

8.23.ѝ . 8.24.ѝ .

8.25.ѝ . 8.26.ѝ .

8.27.ѝ . 8.28.ѝ .

8.29.ѝ . 8.30.ѝ .

Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝ Доказатьѝ сходимостьѝ рядаѝ ѝ иѝ найтиѝ его

сумму.
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,ѝ ,

поэтомуѝ .

Найдемѝсуммуѝпервыхѝnѝчленовѝряда:

.

Далееѝвычислимѝсуммуѝряда:

,

т.е.ѝрядѝсходитсяѝиѝегоѝсуммaѝSѝ=ѝ1.

Исследоватьѝнаѝсходимостьѝуказанныеѝрядыѝсѝположитель-
нымиѝчленами.

2.ѝ .

ВоспользуемсяѝпризнакомѝД’Аламбера.ѝИмеем:

,ѝ ,

,

т.е.ѝданныйѝрядѝсходится.ѝ

3.ѝ .
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СогласноѝрадикальномуѝпризнакуѝКошиѝимеем:

,ѝ

,

т.е.ѝисходныйѝрядѝсходится.

4.ѝ .

ВоспользуемсяѝинтегральнымѝпризнакомѝКоши.ѝДляѝэтого

исследуемѝнесобственныйѝинтеграл:

.

Посколькуѝданныйѝинтегралѝсходится,ѝтоѝсходитсяѝиѝиссле-

дуемыйѝряд.

5.ѝ .

Исследуемѝ данныйѝ рядѝ сѝ помощьюѝпредельногоѝпризнака
сравненияѝ(см.ѝ§ѝ12.1,ѝтеоремаѝ9),ѝкоторыйѝсостоитѝвѝследующем.

Еслиѝ ,ѝk ∈ R,ѝ ,ѝтоѝрядыѝсѝтакимиѝобщимиѝчле-

намиѝ илиѝ обаѝ сходятся,ѝ илиѝ обаѝ расходятся.ѝ Имеем:

.ѝ Вѝ качествеѝ ряда,ѝ сѝ которымѝ будемѝ сравнивать
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исходныйѝ ряд,ѝ возьмемѝ гармоническийѝ расходящийсяѝ рядѝ с

общимѝчленомѝ .ѝТогда

.

(Здесьѝмыѝиспользовалиѝпервыйѝзамечательныйѝпредел.)

Итак,ѝисследуемыйѝрядѝрасходится.

6.ѝ .

Дляѝ этогоѝ рядаѝ необходимыйѝ признакѝ сходимостиѝ рядов

ѝнеѝвыполняется.ѝДействительно,

,

т.е.ѝисходныйѝрядѝрасходится.

Исследоватьѝнаѝсходимостьѝиѝабсолютнуюѝсходимостьѝзнако-
чередующиесяѝряды.

7.ѝ .

ВоспользуемсяѝпризнакомѝЛейбница.ѝИмеем:

,ѝ ,

т.е.ѝданныйѝрядѝсходится.ѝ

Исследуемѝряд,ѝсоставленныйѝизѝабсолютныхѝвеличинѝчленов
исходногоѝряда:

. (1)

ПрименимѝпризнакѝД’Аламбера:
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,

т.е.ѝрядѝ(1)ѝсходится.ѝСледовательно,ѝисходныйѝрядѝабсолютноѝ
сходится.

8.ѝ .

Дляѝрядаѝ ѝвыполняетсяѝпризнакѝЛейбница.ѝРяд

ѝ–ѝгармоническийѝ(расходящийся).ѝТогдаѝрядѝ

сходитсяѝусловно.ѝСуммаѝсходящегосяѝиѝрасходящегосяѝрядов
представляетѝсобойѝрасходящийсяѝряд.ѝЗначит,ѝисследуемый
рядѝрасходится.

ИДЗ-12.2

Найтиѝобластьѝсходимостиѝряда.

1

1.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–6;ѝ6).)

1.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–2;ѝ2).)

1.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ[–2;ѝ2).)
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,

т.е.ѝрядѝ(1)ѝсходится.ѝСледовательно,ѝисходныйѝрядѝабсолютноѝ
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ИДЗ-12.2

Найтиѝобластьѝсходимостиѝряда.

1

1.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–6;ѝ6).)
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1.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ[–1;ѝ1).)

1.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–1;ѝ1).)

1.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ( ;ѝe).)

1.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ[–1;ѝ1].)

1.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ[–2;ѝ2].)

1.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–1;ѝ1).)
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1.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(–е;ѝе).)

1.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ[–5;ѝ5).)
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3.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4

РазложитьѝвѝрядѝМаклоренаѝфункциюѝf (x).ѝУказатьѝобласть

сходимостиѝполученногоѝрядаѝкѝэтойѝфункции.

4.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)
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4.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

–1( )n 1+ x 2–( )n

n 1+( )ln n 1+( )
----------------------------------------

n 1=

∞

∑ 1 x 3≤<

x 3–( )n

n 5n⋅
-------------------

n 1=

∞

∑ –2 x 8<≤

–1( )n 1+ 2n 1–( )2n
x 1–( )n

3n 2–( )2n
---------------------------------------------

n 1=

∞

∑ –
5
4
--- x

13
4
------< <

x 3–( )2n

n 1+( )ln n 1+( )
----------------------------------------

n 1=

∞

∑ 2 x 4< <

–1( )n 1– x 5–( )n

n 3n⋅
-------------------

n 1=

∞

∑ 2 x 8≤<

f x( ) 5xcos= –1( )n 52n
x

2n⋅
2n( )!

------------------------------------

n 0=

∞

∑ x ∞<

f x( ) x
3

arctg x= –1( )n 1–
x

2n 2+

2n 1–
--------------------------------------

n 1=

∞

∑ x 1≤

f x( ) x
2sin= –1( )n 1–

x
4n 2–

2n 1–( )!
--------------------------------------

n 1=

∞

∑ x ∞<

f x( ) x
2

1 x+
------------= –1( )n

x
n 2+

n 0=

∞

∑ x 1<

f x( ) 2x
3

3
--------cos= –1( )n 22n

x
6n⋅

32n 2n( )!
------------------------------------

n 0=

∞

∑ x ∞<

81

4.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.16.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ ,

.)
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Разложитьѝфункциюѝ ѝвѝрядѝТейлораѝвѝокрестностиѝука-

заннойѝточкиѝ .ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝполученногоѝряда

кѝэтойѝфункции.

4.17.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ–2.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.18.ѝ ,ѝ ѝ =ѝ –2.ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

4.19.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.20.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ3.ѝ(Ответ:ѝ ,

.)

4.21.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ 1.ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

4.22.ѝ ,ѝ ѝ =ѝ 2.ѝ (Ответ:

,ѝѝ .)

4.23.ѝ ,ѝ .ѝ

(Ответ:ѝѝ ,ѝѝ .)
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4.24.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ ,

.)

4.25.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ–3.

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.26.ѝ ,ѝ .ѝ

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.27.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ2.

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.28.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ–2.

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

4.29.ѝ ,ѝ ѝ=ѝа.ѝ(Ответ:ѝ ,

.)

4.30.ѝ ,ѝ ѝ=ѝ1.ѝ

(Ответ:ѝ ,ѝ .)
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5.ѝВычислитьѝуказаннуюѝвеличинуѝприближенноѝсѝзаданной

степеньюѝ точностиѝα,ѝ воспользовавшисьѝ разложениемѝ вѝ сте-

пеннойѝрядѝсоответствующимѝобразомѝподобраннойѝфункции.ѝ

5.1.ѝe,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ2,7183.)

5.2.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,01.ѝ(Ответ:ѝ3,017.)

5.3.ѝsinѝ1,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ0,84147.)

5.4.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ1,140.)

5.5.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,304.)

5.6.ѝlnѝ3,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ1,0986.)

5.7.ѝchѝ2,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ3,7622.)

5.8.ѝlgѝe,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,4343.)

5.9.ѝπ,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ3,14159.)

5.10.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ7,389.)

5.11.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,999.)

5.12.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ4,309.)

5.13.ѝlnѝ5,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ1,609.)

5.14.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,464.)

5.15.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ3,006.)

5.16.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ1,3956.)

5.17.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,0175.)

5.18.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ2,030.)

5.19.ѝlnѝ10,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ2,3026.)

5.20.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,340.)

5.21.ѝlgѝ7,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,8451.)

5.22.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ1,6487.)

5.23.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,9848.)
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5.24.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,302.)

5.25.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ2,031.)

5.26.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,3679.)

5.27.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,0314.)

5.28.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ3,079.)

5.29.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,496.)

5.30.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,716.)

6.ѝИспользуяѝразложениеѝподынтегральнойѝфункцииѝвѝсте-

пеннойѝ ряд,ѝ вычислитьѝ указанныйѝ определенныйѝ интегралѝ с

точностьюѝдоѝ0,001.

6.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,070.)

6.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,162.)

6.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,054.)

6.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,487.)

6.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,059.)
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степеньюѝ точностиѝα,ѝ воспользовавшисьѝ разложениемѝ вѝ сте-

пеннойѝрядѝсоответствующимѝобразомѝподобраннойѝфункции.ѝ

5.1.ѝe,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ2,7183.)

5.2.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,01.ѝ(Ответ:ѝ3,017.)

5.3.ѝsinѝ1,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ0,84147.)

5.4.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ1,140.)

5.5.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,304.)

5.6.ѝlnѝ3,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ1,0986.)

5.7.ѝchѝ2,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ3,7622.)

5.8.ѝlgѝe,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,4343.)

5.9.ѝπ,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ3,14159.)

5.10.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ7,389.)

5.11.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,999.)

5.12.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ4,309.)

5.13.ѝlnѝ5,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ1,609.)

5.14.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,464.)

5.15.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ3,006.)

5.16.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,00001.ѝ(Ответ:ѝ1,3956.)

5.17.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,0175.)

5.18.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ2,030.)

5.19.ѝlnѝ10,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ2,3026.)

5.20.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,340.)

5.21.ѝlgѝ7,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,8451.)

5.22.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ1,6487.)

5.23.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,9848.)
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e
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2°cos
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arctg
1
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e3

1°sin
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5.24.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,302.)

5.25.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ2,031.)

5.26.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,3679.)

5.27.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,0001.ѝ(Ответ:ѝ0,0314.)

5.28.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ3,079.)

5.29.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,496.)

5.30.ѝ ,ѝαѝ=ѝ0,001.ѝ(Ответ:ѝ0,716.)

6.ѝИспользуяѝразложениеѝподынтегральнойѝфункцииѝвѝсте-

пеннойѝ ряд,ѝ вычислитьѝ указанныйѝ определенныйѝ интегралѝ с

точностьюѝдоѝ0,001.

6.1.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,070.)

6.2.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,162.)

6.3.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,054.)

6.4.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,487.)

6.5.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,059.)
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6.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,015.)

6.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,223.)

6.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,855.)

6.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,480.)

6.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,484.)

6.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1,026.)

6.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,493.)

6.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,103.)

6.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,018.)

6.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,385.)
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6.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,159.)

6.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ2,ѝ568.)

6.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,498.)

6.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ156.)

6.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,310.)

6.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ098.)

6.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,718.)

6.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,364.)

6.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ976.)

6.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,994.)
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6.6.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,015.)

6.7.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,223.)

6.8.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,855.)

6.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,480.)

6.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,484.)

6.11.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1,026.)

6.12.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,493.)

6.13.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,103.)

6.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,018.)

6.15.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,385.)
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6.16.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,159.)

6.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ2,ѝ568.)

6.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,498.)

6.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ156.)

6.20.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,310.)

6.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ098.)

6.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,718.)

6.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,364.)

6.24.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,ѝ976.)

6.25.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,994.)
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6.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,318.)

6.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,039.)

6.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,397.)

6.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,461.)

6.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,508.)

7.ѝНайтиѝразложениеѝвѝстепеннойѝрядѝпоѝстепенямѝхѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝ(записатьѝтриѝпервых,ѝот-

личныхѝотѝнуля,ѝчленаѝэтогоѝразложения).

7.1.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.2.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.3.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.4.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.5.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ–1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.6.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)
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7.7.ѝ ,ѝy (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.8.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.9.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.10.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.11.ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.12.ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.13.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.14.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.15.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.16.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0,2.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.17.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0,5.ѝ(Ответ:ѝ

.)

7.18.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)
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6.26.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,318.)

6.27.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,039.)

6.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,397.)

6.29.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,461.)

6.30.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ0,508.)

7.ѝНайтиѝразложениеѝвѝстепеннойѝрядѝпоѝстепенямѝхѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝ(записатьѝтриѝпервых,ѝот-

личныхѝотѝнуля,ѝчленаѝэтогоѝразложения).

7.1.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.2.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.3.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.4.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7.5.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ–1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.6.ѝ ,ѝy(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)
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7.7.ѝ ,ѝy (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.8.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.9.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.10.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.11.ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.12.ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.13.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.14.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.15.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.16.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0,2.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.17.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ0,5.ѝ(Ответ:ѝ

.)

7.18.ѝ ,ѝ y (0)ѝ=ѝ0.ѝ(Ответ:ѝ .)
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7.19.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0,2.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.20.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.21.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.22.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.23.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0,5.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.24.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.25.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.26.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.27.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)
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7.28.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.29.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.30.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

8. Методомѝ последовательногоѝ дифференцирования

найтиѝпервыеѝѝkѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝприѝуказанныхѝначаль-

ныхѝусловиях.

8.1.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.2.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.3.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.4.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)
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7.19.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0,2.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.20.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.21.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.22.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.23.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0,5.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.24.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.25.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.26.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.27.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)
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7.28.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.29.ѝ ,ѝ y(0)ѝ =ѝ 0.ѝ (Ответ:ѝ

.)

7.30.ѝ ,ѝ y(0)ѝ=ѝ1.ѝ(Ответ:ѝ .)

8. Методомѝ последовательногоѝ дифференцирования

найтиѝпервыеѝѝkѝчленовѝразложенияѝвѝстепеннойѝрядѝреше-

нияѝдифференциальногоѝуравненияѝприѝуказанныхѝначаль-

ныхѝусловиях.

8.1.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.2.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.3.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.4.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)
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8.5.ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.6.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.7.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

8.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.9.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.10.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.11.ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.12.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

y I V x y y′x
2+= y 0( ) y′ 0( ) y′′ 0( ) 1= = = y′′′ 0( ) 1=

k 7= y 1 x x
2

2!
----- x

3

3!
----- x

4

4!
----- x

5

5!
----- 4x

6

6!
-------- ...+ + + + + + +=

y′ 2x 0,1 y
2–= y 0( ) 1= k 3= y 1 –=

0,1 x– 1,01 x
2

...+ +

y′′′ y′′ y′2 y
3

x+ + += y 0( ) 1= y′ 0( ) 2= y′′ 0( ) =

0,5= k 6= y 1 2x x
2

4
----- 11

12
------x

3 29
48
------x

4 25
48
------x

5
...+ + + + + +=

y′ x
2

x y–= y 0( ) 0,1= k 3= y 0,1 –=

0,05 x
2– 0,333 x

3
...+ +

y′′ 2y y′= y 0( ) 0= y′ 0( ) 1= k 3=

y x 2x
3

3!
-------- 12x

5

5!
----------- ...+ + +=

y′ 2x ycos+= y 0( ) 0= k 5= y x
2 –=

–
x

3

6
----- x

4

4
-----– ...+

y′′′ y e
x

x y′2–= y 0( ) 1= y′ 0( ) y′′ 0( ) 1= =

k 6= y 1 x x
2

2!
----- x

3

3!
----- x

4

4!
----- 0+ + + + + x

5⋅ ...+=

y′ 3x y
2–= y 0( ) 2= k 3= y 2 –=

–4x
13
2
------x

2– ...–

93

8.13.ѝ ,ѝ , ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

8.14.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.15.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.16.ѝ ,ѝ , ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.17.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)

8.18.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.19.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.20. ,ѝ , ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.21.ѝ , ѝ , ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(От-

вет:ѝ .)
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8.5.ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.6.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.7.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

8.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.9.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.10.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.11.ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.12.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)
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8.13.ѝ ,ѝ , ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

8.14.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.15.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.16.ѝ ,ѝ , ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.17.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)

8.18.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.19.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.20. ,ѝ , ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.21.ѝ , ѝ , ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(От-

вет:ѝ .)
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8.22.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝѝ(Ответ:ѝ

.)

8.23.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.24.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝ ѝ (Ответ:

.)

8.25.ѝ , ѝ , ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(От-

вет:ѝ .)

8.26.ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝ ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.27.ѝ ,ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(Ответ:ѝ

.)

8.28.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.29.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)
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8.30.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

9.ѝ Построивѝ мажорирующийѝ ряд,ѝ доказатьѝ правильную

(равномерную)ѝсходимостьѝданногоѝрядаѝвѝуказанномѝпроме-

жутке.

9.1.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.2.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.3.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.4.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.5.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.6.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.7.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.8.ѝѝ ,ѝ .ѝ
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8.22.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝѝ(Ответ:ѝ

.)

8.23.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.24.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝ ѝ (Ответ:

.)

8.25.ѝ , ѝ , ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(От-

вет:ѝ .)

8.26.ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝ ѝ (Ответ:ѝ

.)

8.27.ѝ ,ѝ ,ѝѝ .ѝѝ(Ответ:ѝ

.)

8.28.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.29.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)
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8.30.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

9.ѝ Построивѝ мажорирующийѝ ряд,ѝ доказатьѝ правильную

(равномерную)ѝсходимостьѝданногоѝрядаѝвѝуказанномѝпроме-

жутке.

9.1.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.2.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.3.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.4.ѝѝ ,ѝ .ѝ
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9.9.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.10.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.11.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.12.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.13.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.14.ѝѝ ,ѝ .

9.15.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.16.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.17.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.18.ѝѝ ,ѝ .

9.19.ѝѝ ,ѝ .ѝ
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9.20.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.21.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.22.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.23.ѝѝ ,ѝ .ѝ

9.24.ѝѝ ,ѝ .ѝ
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9.30.ѝѝ ,ѝ .ѝ

Решениеѝтиповогоѝварианта

Найтиѝобластьѝсходимостиѝряда.

1.ѝ .

ВоспользуемсяѝпризнакомѝД’Аламбера:

,ѝѝ ,

.

Интервалѝсходимостиѝопределяетсяѝнеравенствомѝ ,

откудаѝ .ѝИсследуемѝграничныеѝточкиѝэтогоѝинтервала.

Приѝхѝ=ѝ0ѝполучимѝчисловойѝряд,ѝчленамиѝкоторогоѝявляются

нули.ѝЭтотѝрядѝсходится,ѝточкаѝхѝ=ѝ0ѝвходитѝвѝегоѝобластьѝсхо-

димости.ѝПриѝхѝ=ѝ1ѝполучимѝчисловойѝрядѝ .ѝВос-

пользовавшисьѝпредельнымѝпризнакомѝсравненияѝрядовѝсѝпо-

ложительнымиѝчленами,ѝ сравнимѝэтотѝ рядѝ сѝ гармоническим

расходящимсяѝрядом,ѝобщийѝчленѝкоторогоѝ :
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Следовательно,ѝ числовойѝ рядѝ ѝ расходитсяѝ и

точкаѝхѝ=ѝ1ѝнеѝвходитѝвѝобластьѝсходимости.
Такимѝ образом,ѝ областьѝ сходимостиѝ исследуемогоѝ ряда

.

2.ѝ .

ПоѝпризнакуѝД’Аламбераѝимеем:

,

.

Решаемѝполученныеѝнеравенства:

,ѝѝ ,ѝѝ .
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,ѝ ,ѝ ,

.

Следовательно,ѝ .ѝПриѝхѝ=ѝ0ѝполучим

числовойѝрядѝ ,ѝдляѝкоторого

,ѝ

т.е.ѝнеобходимыйѝпризнакѝсходимостиѝнеѝвыполняется.ѝСле-
довательно,ѝэтотѝчисловойѝрядѝрасходится.ѝОбластьѝсходимо-
стиѝисследуемогоѝряда:ѝ .ѝ

3.ѝ .ѝ

ВоспользуемсяѝрадикальнымѝпризнакомѝКоши.ѝНаходим:

,ѝ ,

.

Решаемѝполученныеѝнеравенства:

,ѝ ,ѝ ;

,ѝ ,ѝ .ѝ

Пересечениеѝ найденныхѝ решенийѝ даетѝ интервалыѝ сходи-

мостиѝисследуемогоѝряда:ѝ .ѝ

Исследуемѝ сходимостьѝ рядаѝ наѝ концахѝ этихѝ интервалов.

Приѝ ѝполучимѝчисловойѝрядѝ .ѝЭтотѝзнакоче-

редующийсяѝчисловойѝрядѝрасходится,ѝтакѝкакѝнеѝвыполняет-
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сяѝ необходимыйѝ признакѝ сходимостиѝ числовогоѝ ряда

( ).ѝПриѝ ѝполучаемѝчисловойѝрядѝ ,

которыйѝрасходится,ѝпосколькуѝнеобходимыйѝпризнакѝсходи-
мостиѝтакжеѝнеѝвыполняется.ѝЗначит,ѝобластьѝсходимостиѝис-

следуемогоѝрядаѝ .

4.ѝРазложитьѝфункциюѝ ѝвѝрядѝТейлораѝвѝокрест-

ностиѝточкиѝ .ѝНайтиѝобластьѝсходимостиѝполученно-

гоѝрядаѝкѝэтойѝфункции.ѝ

Преобразуемѝданнуюѝфункцию:

.

РазложимѝполученнуюѝфункциюѝвѝрядѝТейлора.ѝДляѝэтого

найдемѝзначенияѝданнойѝфункцииѝиѝееѝпроизводныхѝдоѝn-го

порядкаѝвключительноѝвѝточкеѝ :

,

;

, ;ѝ

, ;

, ;
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Полученныеѝчисловыеѝзначенияѝпроизводныхѝподставляем

вѝрядѝТейлораѝприѝѝ :

.

Дляѝнахожденияѝобластиѝсходимостиѝполученногоѝрядаѝне-

обходимоѝвыяснить,ѝприѝкакихѝзначенияхѝхѝостаточныйѝчлен

рядаѝТейлораѝстремитсяѝкѝнулю.ѝОнѝимеетѝвидѝ

,

гдеѝ .ѝПосколькуѝ ,ѝдостаточноѝнай-

тиѝ областьѝ сходимостиѝ рядаѝ сѝ общимѝ членом

.ѝСогласноѝпризнакуѝД’Аламбераѝ

.

Полученныйѝ рядѝ сходитсяѝ приѝ любомѝ х.ѝ Значит,ѝ область

егоѝсходимостиѝкѝфункцииѝ ѝтакова:ѝ .

5. Вычислитьѝ ѝ приближенноѝ сѝ точностью

α = 0,0001,ѝвоспользовавшисьѝразложениемѝфункцииѝ ѝв

степеннойѝряд.ѝ

Воспользуемсяѝрядомѝ(12.17).ѝТакѝкакѝ ,ѝто

x0 π 3⁄=

x
2cos 1

4
--- 1

1!
----- 3

2
------- x

π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞– 1
2!
----- x

π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 1
3!
-----2 3 x

π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ 3
...+ + + +=

1
n!
----- –2n 1– 2π

3
------ n 1–( )π

2
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞sin⎝ ⎠
⎛ ⎞ x

π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ n
...ѝ=+ +

1
4
--- 2n 1–

n!
------------ 2π

3
------ n 1–( )π

2
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞ x
π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ n
sin

n 1=

∞

∑–=

Rn x( ) –2n

n 1+( )!
------------------- 2ξ n

π
2
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞ x π
3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ n 1+
sin=

ξ x ;ѝx0( )∈ 2ξ n
π
2
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞sin 1≤

2n

n 1+( )!
------------------- x π

3
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞ n 1+

2n 1+
x π 3⁄–( )n 2+

n 1+( )!

n 2+( )! 2n
x π 3⁄–( )n 1+⋅

-------------------------------------------------------------------
n ∞→
lim 2 x π 3⁄–

n 2+
-------------------------

n ∞→
lim 0 1<= =

f x( ) x
2cos= –∞ x +∞< <

1 e( )⁄

y e
x=

1 e⁄ e
–1 2⁄=

103

.

Получилиѝзнакочередующийсяѝчисловойѝряд.ѝДляѝтогоѝчто-
быѝвычислитьѝзначенияѝфункцииѝсѝточностьюѝα = 0,0001,ѝне-
обходимо,ѝ чтобыѝ первыйѝ отбрасываемыйѝ членѝ былѝ меньше
0,0001ѝ(поѝследствиюѝизѝпризнакаѝЛейбница).ѝИмеем:

.

Сѝзаданнойѝстепеньюѝточности

,ѝ

.

6.ѝИспользуяѝразложениеѝподынтегральнойѝфункцииѝвѝсте-

пеннойѝ ряд,ѝ вычислитьѝ определенныйѝ интегралѝ

с точностьюѝдоѝ0,001.

Воспользуемсяѝ биномиальнымѝ рядомѝ (см.ѝ формулу
(12.21)).ѝТогда

.

Получилиѝ биномѝ видаѝ ,ѝ гдеѝm = –1/3,ѝ аѝ z = –(х/2)3.
Имеем:

,

e
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,ѝ

.

Сѝточностьюѝдоѝ0,001

.

7.ѝНайтиѝразложениеѝвѝстепеннойѝрядѝпоѝстепенямѝх – 1ѝре-

шенияѝдифференциальногоѝуравненияѝ ,ѝѝ
(записатьѝтриѝпервых,ѝотличныхѝотѝнуля,ѝчленаѝэтогоѝразложе-
ния.)

Точкаѝ х = 1ѝ неѝ являетсяѝ особойѝ дляѝ данногоѝ уравнения,
поэтомуѝегоѝрешениеѝyѝможноѝискатьѝвѝвидеѝряда:

.

Имеем:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ Подставляяѝ найденныеѝ значения
производныхѝвѝискомыйѝряд,ѝполучаемѝрешениеѝданногоѝурав-
нения:

.

8.ѝМетодомѝпоследовательногоѝдифференцированияѝнайти
первыеѝ пятьѝ членовѝ разложенияѝ вѝ степеннойѝ рядѝ решения

дифференциальногоѝуравненияѝ приѝследующих

условиях:ѝ ,ѝ .

ѝ
d x

8 x
3–3

-------------------

–1

0

∫
1
2
--- 1 x
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1
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Ищемѝрешениеѝданногоѝуравненияѝвѝвидеѝряда:ѝ

,ѝ

,ѝѝ ;

,ѝ ;

,ѝѝ ;

;

.

Подставляяѝнайденныеѝзначенияѝпроизводныхѝвѝряд,ѝполу-
чаемѝискомоеѝрешениеѝдифференциальногоѝуравнения:

,

.

9.ѝИсследоватьѝнаѝравномернуюѝ(правильную)ѝсходимость
ряд

.

Рядѝопределенѝтолькоѝдляѝ .ѝПриѝх = 0ѝсуммаѝрядаѝрав-
наѝнулю,ѝт.е.ѝрядѝсходится.ѝПриѝ ѝверныѝоценки

.
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Тогдаѝвѝсилуѝсходимостиѝрядаѝ ѝиѝтеоремыѝсравнения

рядовѝ(см.ѝтеоремуѝ3)ѝданныйѝрядѝсходитсяѝприѝвсехѝ .

Докажем,ѝ чтоѝ дляѝ ѝ рядѝ сходитсяѝ равномерно

(правильно).ѝ Дляѝ этогоѝ покажем,ѝ чтоѝ функция

ѝвѝпромежуткеѝ ѝимеетѝмаксимум:

,ѝѝ ,ѝѝ .

Корниѝпоследнегоѝуравнения:ѝ ѝиѝ .

Далееѝ легкоѝ находим,ѝ чтоѝ приѝ ѝ функцияѝ

имеетѝминимум,ѝаѝприѝх1ѝ–ѝмаксимум:ѝ .ѝПолу-

чаемѝоценкиѝприѝвсехѝ :

.
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.)

3.28.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

3.29.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

3.30.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

4.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию,ѝзаданнуюѝграфически.
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4.13.ѝ
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5.ѝ Воспользовавшисьѝ разложениемѝ функцииѝ ѝ вѝ ряд
Фурьеѝвѝуказанномѝинтервале,ѝнайтиѝсуммуѝданногоѝчисло-
вогоѝряда.ѝ

5.1.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.2.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.3.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.4.ѝ ,ѝ [0;ѝπ],ѝ поѝ косинусам,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

5.5.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.6.ѝ ѝ ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

5.7.ѝ ,ѝ(0;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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5.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

5.9.ѝ ,ѝ(0;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.10.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.11.ѝ ,ѝ (0;ѝ π),ѝ поѝ синусам,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

5.12.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.13.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.14.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.15.ѝ ,ѝ(–1;ѝ1),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.16.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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5.ѝ Воспользовавшисьѝ разложениемѝ функцииѝ ѝ вѝ ряд
Фурьеѝвѝуказанномѝинтервале,ѝнайтиѝсуммуѝданногоѝчисло-
вогоѝряда.ѝ

5.1.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.2.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.3.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.4.ѝ ,ѝ [0;ѝπ],ѝ поѝ косинусам,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

5.5.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.6.ѝ ѝ ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

5.7.ѝ ,ѝ(0;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

f x( )

f x( ) x= ѝ
1

2n 1–( )2
----------------------

n 1=

∞

∑
π2

8
-----

f x( ) xsin= ѝ
1

4n
2 1–

------------------

n 1=

∞

∑
1
2
---

f x( ) x
2= –1( )n 1+ 1

n
2

-----

n 1=

∞

∑
π2

12
------

f x( ) x= ѝ
1

2n 1–( )2
----------------------

n 1=

∞

∑

π2

8
-----

f x( )
– x ,

x
2 π⁄ ,⎩

⎨
⎧

=
–π x 0,≤ ≤
ѝѝ0 x π,≤<

3 –1( )n–

n
2

------------------------

n 1=

∞

∑
7π2

12
---------

f x( )
–1,

1,

0,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

=
–π x 0,< <
ѝѝѝ0 x π,< <
x –π,ѝx 0,ѝx π,===

–1( )n 1+

2n 1–
----------------------

n 1=

∞

∑

π
4
---

f x( ) π
4
---= –1( )n 1–

2n 1–
----------------------

n 1=

∞

∑
π
4
---

137

5.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

5.9.ѝ ,ѝ(0;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.10.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.11.ѝ ,ѝ (0;ѝ π),ѝ поѝ синусам,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

5.12.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.13.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.14.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.15.ѝ ,ѝ(–1;ѝ1),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.16.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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5.17.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.18.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.19.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.20.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5 . 2 1 . ѝ ѝ ѝ . ѝ (От-

вет : ѝ .)

5.22.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.23.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5 . 2 4 . ѝ ѝ ѝ ѝ ѝ . ѝ (От-

вет:ѝ .)
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5.25.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.26.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.27.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.28.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.29.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.30.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ Фурьеѝ периодическуюѝ (сѝ периодом
)ѝфункцию

ѝ ѝ

ВычислимѝкоэффициентыѝФурье:
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5.17.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.18.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.19.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.20.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5 . 2 1 . ѝ ѝ ѝ . ѝ (От-

вет : ѝ .)

5.22.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.23.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5 . 2 4 . ѝ ѝ ѝ ѝ ѝ . ѝ (От-

вет:ѝ .)
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5.25.ѝ ,ѝ(–π;ѝπ),ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.26.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.27.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.28.ѝ ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.29.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.30.ѝ ,ѝ[–π;ѝπ],ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ Фурьеѝ периодическуюѝ (сѝ периодом
)ѝфункцию

ѝ ѝ

ВычислимѝкоэффициентыѝФурье:
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РядѝФурьеѝдляѝданнойѝфункцииѝзапишетсяѝвѝвиде

.

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункциюѝ ,ѝзаданнуюѝв
интервалеѝ(0;ѝπ),ѝпродолживѝ(доопределив)ѝееѝчетнымѝиѝнечет-
нымѝобразом.ѝПостроитьѝграфикиѝдляѝкаждогоѝпродолжения.

Продолжимѝданнуюѝфункциюѝчетнымѝобразомѝ(рис.ѝ12.7).
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Найдемѝнеопределенныйѝинтегралѝ ,ѝ выпол-
нивѝдваждыѝинтегрированиеѝпоѝчастям:

,

,

.

Вычислимѝкоэффициентыѝаn:
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РядѝФурьеѝдляѝданнойѝфункцииѝзапишетсяѝвѝвиде

.

2.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункциюѝ ,ѝзаданнуюѝв
интервалеѝ(0;ѝπ),ѝпродолживѝ(доопределив)ѝееѝчетнымѝиѝнечет-
нымѝобразом.ѝПостроитьѝграфикиѝдляѝкаждогоѝпродолжения.

Продолжимѝданнуюѝфункциюѝчетнымѝобразомѝ(рис.ѝ12.7).
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Найдемѝнеопределенныйѝинтегралѝ ,ѝ выпол-
нивѝдваждыѝинтегрированиеѝпоѝчастям:

,

,

.

Вычислимѝкоэффициентыѝаn:
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.

Следовательно,ѝразложениеѝданнойѝфункцииѝпоѝкосинусам
имеетѝвид

.

Теперьѝ продолжимѝ даннуюѝ функциюѝ нечетнымѝ образом
(рис.ѝ12.8).ѝТогда

,
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Следовательно,ѝ разложениеѝ даннойѝфункцииѝ поѝ синусам
имеетѝвид

.

3.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ Фурьеѝ периодическуюѝ (сѝ периодом
)ѝфункцию

ѝ ѝ

ВычисляемѝкоэффициентыѝФурье:

,

u 8x 2⁄
,ѝd u

1
2
---8x 2⁄

ln8d x ,= =

d v ncos x x ,ѝvd
1
n
--- n xsin= =

= =

–
1
n
--- 8x 2⁄

n xcos⋅ ln8

2n
2

---------+ 8x 2⁄
n xsin⋅ ln

28

4n
2

---------- 8x 2⁄
n xsin xd∫–=

bn
8n

2

π 4n
2

ln8( )2+( )
--------------------------------------- –

1
n
---8x 2⁄

n xcos ln8

2n
2

---------+ 8x 2⁄
n xsin⋅⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

π
= =

8n 8π 2⁄
–1( )n 1+ 1+( )

π 4n
2

ln8( )2+( )
-------------------------------------------------------=

8x 2⁄ 8
π
--- 8π 2⁄

–1( )n 1+

4n
2

ln
28+

----------------------------------n n xsin

n 1=

∞

∑=

ω 2=

f x( )
1,

0,5 ,

x ,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

=
–1 x≤ 0,<
ѝѝѝѝѝѝѝѝѝx 0,=
ѝѝѝ0 x 1.≤<

a0 xd

–1

0

∫ x xd

0

1

∫+ x
–1
0 x

2

2
-----

0

1

+ 1 1
2
---+ 3

2
---= = = =

an nπx( )cos xd

–1

0

∫ x nπx( )cos xd

0

1

∫+= =

uѝ=ѝx ,ѝd uѝ=ѝd x ,

d v nπx( )d xcos ,ѝv nπx( )sin
πn

----------------------= =
= =



142

.

Следовательно,ѝразложениеѝданнойѝфункцииѝпоѝкосинусам
имеетѝвид

.

Теперьѝ продолжимѝ даннуюѝ функциюѝ нечетнымѝ образом
(рис.ѝ12.8).ѝТогда
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Следовательно,ѝ разложениеѝ даннойѝфункцииѝ поѝ синусам
имеетѝвид

.

3.ѝ Разложитьѝ вѝ рядѝ Фурьеѝ периодическуюѝ (сѝ периодом
)ѝфункцию

ѝ ѝ

ВычисляемѝкоэффициентыѝФурье:
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ВѝитогеѝполучаемѝследующийѝрядѝФурье:

.

4.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию,ѝзаданнуюѝграфически
(рис.ѝ12.9).
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Запишемѝаналитическоеѝвыражениеѝданнойѝфункции:

ѝ ѝ ѝ

периодѝкоторойѝ .

ВычислимѝкоэффициентыѝФурье:
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ВѝитогеѝполучаемѝследующийѝрядѝФурье:

.

4.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝфункцию,ѝзаданнуюѝграфически
(рис.ѝ12.9).
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Запишемѝаналитическоеѝвыражениеѝданнойѝфункции:

ѝ ѝ ѝ

периодѝкоторойѝ .

ВычислимѝкоэффициентыѝФурье:

,

,

f x( )
0,5 x 1+ ,

2,⎩
⎨
⎧

=
–2 x 0,≤<

0 x< 2,≤

ω 4=

a0
1
2
--- 1

2
---x 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd

–2

0

∫
1
2
--- 2 xd

0

2

∫+ 1
2
--- x

2

4
----- x+⎝ ⎠

⎛ ⎞

–2

0

+= =

x 0
2+ –

1
2
--- 1 2–( ) 2+ 5

2
---= =

an
1
2
--- 1

2
---x 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞ nπx
2

--------- xdcos

–2

0

∫
nπx

2
--------- xdcos

0

2

∫+= =

uѝ=ѝx /2 1+ ,ѝd uѝ=ѝ 1 2⁄( )d x ,

d v nπx
2

---------cos d x ,ѝv
2

nπ
------ nπx

2
---------sin= =

= =

x 2⁄ 1+
nπ

------------------- nπx
2

---------
–2

0
sin 1

2nπ
---------- nπx

2
---------sin xd

–2

0

∫– +=

2
nπ
------ nπx

2
---------

0

2
sin+ 1

n
2π2

------------ nπx
2

---------
–2

0
cos= =

1

n
2π2

------------ –1( )n 1+ 1+( ) 2

π2 2n 1–( )2
-----------------------------= =

bn
1
2
--- 1

2
---x 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞ nπx
2

--------- xdsin

–2

0

∫ nπx
2

---------sin xd

0

2

∫+= =

uѝ=ѝx /2 1+ ,ѝd uѝ=ѝ 1 2⁄( )d x ,

d v nπx
2

---------sin d x ,ѝv –
2

nπ
------ nπx

2
---------cos= =

= =

–
x 2⁄ 1+

nπ
------------------- nπx

2
---------

–2

0
cos 1

2nπ
---------- nπx

2
---------cos xd

–2

0

∫ –+=



146

.

Следовательно,ѝискомыйѝрядѝФурье

.

5.ѝРазложитьѝвѝрядѝФурьеѝпоѝкосинусамѝфункцию

ѝ ѝ

наѝотрезкеѝ[0;ѝ2]ѝ(рис.ѝ12.10)ѝиѝнайтиѝсуммуѝрядаѝ .

Продолжимѝфункциюѝчетнымѝобразомѝиѝвычислимѝкоэф-
фициентыѝФурье:
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.

Следовательно,

.

Полагаяѝхѝ=ѝ0,ѝполучаем:

,ѝѝ .

Такимѝобразом,ѝсѝпомощьюѝрядаѝФурьеѝмыѝнашлиѝсумму
числовогоѝряда.
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12.7.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ12

1.ѝНайтиѝсуммуѝряда

.

(Ответ:ѝ1/90.)
2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряд

ѝ .

(Ответ:ѝрасходится.)

3.ѝПоказать,ѝчтоѝеслиѝрядѝ ѝабсолютноѝсходится,ѝто

рядѝ ѝтакжеѝабсолютноѝсходится.

4.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝиѝабсолютнуюѝсходимость

рядѝ .ѝ(Ответ:ѝабсолютноѝсходится.)

5.ѝ Показать,ѝ чтоѝ ряд,ѝ которыйѝ полученѝ приѝ перемно-

женииѝ двухѝ расходящихсяѝ рядовѝ ѝ и

,ѝабсолютноѝсходится.

6.ѝ Сколькоѝ членовѝ рядаѝ ѝ нужноѝ взять,

чтобыѝабсолютнаяѝпогрешностьѝприѝзаменеѝсуммыѝSѝѝэтогоѝря-

1
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∞
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даѝегоѝn-йѝчастичнойѝсуммойѝSnѝнеѝпревышалаѝ ,ѝт.е.

чтобыѝ ?ѝ(Ответ:ѝ .)

7.ѝСколькоѝчленовѝрядаѝ ѝнужноѝвзять,ѝчто-

быѝвычислитьѝегоѝсуммуѝсѝточностьюѝдоѝ0,01?ѝ(Ответ:ѝnѝ=ѝ200.)

8.ѝСѝпомощьюѝпочленногоѝдифференцированияѝиѝинтегри-

рованияѝ найтиѝ суммуѝ рядаѝ

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

9.ѝДоказать,ѝчтоѝ ,ѝ .

10.ѝПодобратьѝдваѝтакихѝряда,ѝчтобыѝихѝсуммаѝбылаѝсходя-
щимсяѝрядом,ѝаѝразностьѝ–ѝрасходящимся.ѝ

11.ѝ Доказатьѝ равномернуюѝ сходимостьѝ функционального

рядаѝ ѝнаѝотрезкеѝ[0;ѝ1].

12.ѝ Исследоватьѝ наѝ сходимостьѝ рядѝ сѝ общимѝ членом

.ѝ(Ответ:ѝсходится,ѝ .)

13.ѝПоказать,ѝ чтоѝфункцияѝ ѝ являетсяѝреше-

ниемѝдифференциальногоѝуравненияѝ .
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13.ѝКРАТНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ

13.1.ѝДВОЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫѝИѝИХѝВЫЧИСЛЕНИЕ

НаѝплоскостиѝОхуѝрассмотримѝнекоторуюѝзамкнутуюѝобластьѝD,ѝограни-

ченнуюѝзамкнутойѝлиниейѝL.ѝПустьѝвѝDѝзаданаѝфункцияѝ .ѝПроиз-

вольнымиѝлиниямиѝразобьемѝDѝнаѝnѝэлементарныхѝобластейѝSi,ѝплощадиѝко-

торыхѝ ѝ(рис.ѝ13.1).ѝВѝкаждойѝобластиѝSiѝвыберемѝпроизвольную

точкуѝ .ѝДиаметромѝ diѝ областиѝSiѝ называетсяѝ длинаѝ наибольшейѝ из

хорд,ѝсоединяющихѝграничныеѝточкиѝSi.

Выражениеѝвида

(13.1)

называетсяѝ n-йѝ интегральнойѝ суммойѝ дляѝ функцииѝ ѝ вѝ областиѝ D.

ВследствиеѝпроизвольногоѝразбиенияѝобластиѝDѝнаѝэлементарныеѝобластиѝSi

иѝслучайногоѝвыбораѝвѝнихѝточекѝPiѝможноѝсоставитьѝбесчисленноеѝмножество

указанныхѝсумм.ѝОднакоѝсогласноѝтеоремеѝсуществованияѝиѝединственности,

еслиѝфункцияѝ ,ѝнапример,ѝнепрерывнаѝвѝDѝѝиѝлинияѝLѝ–ѝкусочно-

гладкая,ѝтоѝпределѝвсехѝэтихѝсумм,ѝнайденныхѝприѝусловииѝ ,ѝвсегдаѝсу-

ществуетѝиѝединствен.

z f x ,ѝy( )=

ΔSiѝ i 1,ѝn=( )

Pi xi ,ѝyi( )

In f xi ,ѝyi( )ΔSi

i 1=

n

∑=

z f x ,ѝy( )=

z f x ,ѝy( )=

di 0→

Р и с .ѝ13.1 Р и с .ѝ13.2
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Двойнымѝинтеграломѝфункцииѝ ѝпоѝобластиѝDѝназываетсяѝпредел

,ѝобозначаемыйѝ .ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопределению

. (13.2)

Здесьѝиѝдалееѝбудемѝпредполагать,ѝчтоѝфункцияѝ ѝнепрерывнаѝвѝоб-
ластиѝDѝиѝлинияѝLѝ–ѝкусочно-гладкая,ѝпоэтомуѝуказанныйѝвѝформулеѝ(13.2)
пределѝвсегдаѝсуществует.

Укажемѝосновныеѝсвойстваѝдвойногоѝинтегралаѝиѝегоѝгеометрическийѝиѝфи-
зическийѝсмысл.ѝ

1.ѝ ,ѝгдеѝSDѝ–ѝплощадьѝобластиѝинтегрированияѝD.

2.ѝЕслиѝподынтегральнаяѝфункцияѝ ѝ–ѝповерхностная

плотностьѝматериальнойѝпластины,ѝ занимающейѝобластьѝD,ѝ ѝ тоѝмассаѝ этой
пластиныѝопределяетсяѝпоѝформуле

. (13.3)

Вѝэтомѝзаключаетсяѝфизическийѝсмыслѝдвойногоѝинтеграла.

3.ѝЕслиѝ ѝвѝобластиѝD,ѝтоѝдвойнойѝинтегралѝ(13.2)ѝчисленноѝравен
объемуѝvѝцилиндрическогоѝтела,ѝнаходящегосяѝнадѝплоскостьюѝOxy,ѝнижним
основаниемѝ которогоѝ являетсяѝ областьѝ D,ѝ верхнимѝ –ѝ частьѝ поверхности

,ѝ проецируемаяѝ вѝD,ѝ аѝ боковаяѝ поверхностьѝ–ѝ цилиндрическая,
причемѝееѝпрямолинейныеѝобразующиеѝпараллельныѝосиѝOzѝиѝпроходятѝчерез
границуѝLѝобластиѝDѝ(рис.ѝ13.2).ѝЕслиѝ ѝвѝобластиѝD,ѝтоѝдвойнойѝин-
тегралѝчисленноѝравенѝобъемуѝцилиндрическогоѝтела,ѝнаходящегосяѝподѝплос-
костьюѝOxyѝ(рис.ѝ13.3),ѝвзятомуѝсоѝзнакомѝ«–»ѝ(–v).ѝЕслиѝжеѝфункцияѝ
вѝобластиѝDѝменяетѝзнак,ѝтоѝдвойнойѝинтегралѝчисленноѝравенѝразностиѝобъ-
емовѝцилиндрическихѝтел,ѝнаходящихсяѝнадѝплоскостьюѝOxyѝиѝподѝней,ѝт.е.

(13.4)

(рис.ѝ13.4).ѝЭтоѝсвойствоѝвыражаетѝгеометрическийѝсмыслѝдвойногоѝинтеграла.

4.ѝЕслиѝфункцииѝѝ ѝнепрерывныѝвѝобластиѝD,ѝтоѝверна

формула

.

5.ѝПостоянныйѝмножительѝСѝподынтегральногоѝвыраженияѝможноѝвыно-
ситьѝзаѝзнакѝдвойногоѝинтеграла:

.
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13.ѝКРАТНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ
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6.ѝЕслиѝобластьѝDѝразбитьѝнаѝконечноеѝчислоѝобластейѝD1,ѝD2,ѝ ...,ѝDk,ѝне
имеющихѝобщихѝвнутреннихѝточек,ѝтоѝинтегралѝпоѝобластиѝDѝравенѝсуммеѝин-
теграловѝпоѝобластямѝDk:

.

7ѝ(т е ор ема ѝ о ѝ с р е днем ).ѝДляѝнепрерывнойѝфункцииѝ ѝвѝоб-
ластиѝ D,ѝ площадьѝ которойѝ SD,ѝ всегдаѝ найдетсяѝ хотяѝ быѝ однаѝ точка

,ѝтакая,ѝчто

.

Числоѝ ѝназываетсяѝсреднимѝзначениемѝфункцииѝ ѝвѝоб-
ластиѝD.

8.ѝЕслиѝвѝобластиѝDѝдляѝнепрерывныхѝфункцийѝ ,ѝ ,ѝ

выполненыѝнеравенстваѝ ,ѝто

.

9. Еслиѝ функцияѝ ѝ иѝ непрерывнаѝ вѝ областиѝ D,

,ѝ ,ѝто

.

Замеч ание .ѝТакѝкакѝпределѝn-йѝинтегральнойѝсуммыѝInѝ(см.ѝформулы
(13.1),ѝ(13.2))ѝнеѝзависитѝотѝспособаѝразбиенияѝобластиѝDѝнаѝэлементарныеѝоб-

Р и с .ѝ13.3 Р и с .ѝ13.4
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ластиѝSiѝ(теоремаѝсуществованияѝиѝединственности),ѝтоѝвѝдекартовойѝсистеме
координатѝобластьѝDѝудобноѝразбиватьѝнаѝэлементарныеѝобластиѝSiѝпрямыми,
параллельнымиѝосямѝкоординат.ѝПолученныеѝприѝтакомѝразбиенииѝэлемен-
тарныеѝобластиѝSi,ѝпринадлежащиеѝобластиѝD,ѝявляютсяѝпрямоугольниками.

Следовательно,ѝ ѝи

.

Областьѝ интегрированияѝDѝ называетсяѝ правильнойѝ вѝ направленииѝ осиѝОх
(осиѝОу),ѝеслиѝлюбаяѝпрямая,ѝпараллельнаяѝосиѝОхѝ(осиѝОу),ѝпересекаетѝграни-
цуѝLѝобластиѝDѝнеѝболееѝдвухѝразѝ(рис.ѝ13.5,ѝа).ѝОбластьѝDѝсчитаетсяѝтакжеѝпра-
вильной,ѝеслиѝчастьѝееѝграницыѝилиѝвсяѝграницаѝLѝсостоитѝизѝотрезковѝпря-
мых,ѝпараллельныхѝосямѝкоординатѝ(рис.ѝ13.5,ѝб).

Рассмотримѝметодыѝвычисленияѝдвойногоѝинтегралаѝпоѝобластям,ѝправиль-
нымѝвѝнаправленииѝкоординатныхѝосей;ѝ такѝкакѝпрактическиѝлюбуюѝобласть
можноѝпредставитьѝвѝвидеѝобъединенияѝправильныхѝобластейѝ(рис.ѝ13.5,ѝв),ѝто,
согласноѝсвойствуѝ6ѝдвойныхѝинтегралов,ѝэтиѝметодыѝпригодныѝдляѝихѝвычис-
ленияѝпоѝлюбымѝобластям.

Дляѝвычисленияѝдвойногоѝинтегралаѝнужноѝпроинтегрироватьѝподынтег-
ральнуюѝфункциюѝ ѝпоѝоднойѝизѝпеременныхѝ(вѝпределахѝееѝизмене-
нияѝвѝправильнойѝобластиѝD)ѝприѝлюбомѝпостоянномѝзначенииѝдругойѝпере-
меннойѝиѝполученныйѝрезультатѝпроинтегрироватьѝпоѝвторойѝпеременнойѝв
максимальномѝ диапазонеѝ ееѝ измененияѝ вѝ D.ѝ Тогдаѝ всеѝ произведения

ѝвѝдвойномѝинтегралеѝ(пределѝсуммыѝ(13.2))ѝбудутѝучтеныѝприѝсум-
мированииѝточноѝпоѝодномуѝразу,ѝиѝмыѝизбавимсяѝотѝлишних,ѝнеѝпринадлежа-
щихѝобластиѝD,ѝпроизведений.

ЕслиѝобластьѝD,ѝправильнаяѝвѝнаправленииѝосиѝОу,ѝпроецируетсяѝнаѝосьѝОх
вѝотрезокѝ [а;ѝb],ѝ тоѝееѝграницаѝLѝразбиваетсяѝнаѝдвеѝлинии:ѝAmB,ѝ задаваемую
уравнениемѝ ,ѝиѝAnB,ѝзадаваемуюѝуравнениемѝ ѝ(рис.ѝ13.6).

ТогдаѝобластьѝDѝопределяетсяѝсистемойѝнеравенствѝ

D:ѝ ,ѝ

иѝдвойнойѝинтегралѝвычисляетсяѝпоѝправилуѝ(внутреннееѝинтегрированиеѝве-
детсяѝпоѝпеременнойѝу,ѝаѝвнешнееѝ–ѝпоѝпеременнойѝх)

. (13.5)
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можноѝпредставитьѝвѝвидеѝобъединенияѝправильныхѝобластейѝ(рис.ѝ13.5,ѝв),ѝто,
согласноѝсвойствуѝ6ѝдвойныхѝинтегралов,ѝэтиѝметодыѝпригодныѝдляѝихѝвычис-
ленияѝпоѝлюбымѝобластям.

Дляѝвычисленияѝдвойногоѝинтегралаѝнужноѝпроинтегрироватьѝподынтег-
ральнуюѝфункциюѝ ѝпоѝоднойѝизѝпеременныхѝ(вѝпределахѝееѝизмене-
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ѝвѝдвойномѝинтегралеѝ(пределѝсуммыѝ(13.2))ѝбудутѝучтеныѝприѝсум-
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щихѝобластиѝD,ѝпроизведений.

ЕслиѝобластьѝD,ѝправильнаяѝвѝнаправленииѝосиѝОу,ѝпроецируетсяѝнаѝосьѝОх
вѝотрезокѝ [а;ѝb],ѝ тоѝееѝграницаѝLѝразбиваетсяѝнаѝдвеѝлинии:ѝAmB,ѝ задаваемую
уравнениемѝ ,ѝиѝAnB,ѝзадаваемуюѝуравнениемѝ ѝ(рис.ѝ13.6).

ТогдаѝобластьѝDѝопределяетсяѝсистемойѝнеравенствѝ

D:ѝ ,ѝ

иѝдвойнойѝинтегралѝвычисляетсяѝпоѝправилуѝ(внутреннееѝинтегрированиеѝве-
детсяѝпоѝпеременнойѝу,ѝаѝвнешнееѝ–ѝпоѝпеременнойѝх)

. (13.5)
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ЕслиѝобластьѝD,ѝправильнаяѝвѝнаправленииѝосиѝОх,ѝпроецируетсяѝнаѝосьѝОу
вѝотрезокѝ[c;ѝd],ѝтоѝееѝграницаѝLѝразбиваетсяѝнаѝдвеѝлинии:ѝCpD*,ѝзадаваемую
уравнениемѝ ,ѝиѝCqD*,ѝзадаваемуюѝуравнениемѝ ѝ(рис.ѝ13.7).

ВѝэтомѝслучаеѝобластьѝDѝопределяетсяѝсистемойѝнеравенств

D:ѝ ,ѝ

иѝдвойнойѝинтегралѝвычисляетсяѝпоѝправилуѝ(внутреннееѝинтегрированиеѝве-
детсяѝпоѝпеременнойѝх,ѝаѝвнешнееѝ–ѝпоѝпеременнойѝу)

. (13.6)

Выражения,ѝстоящиеѝвѝправыхѝчастяхѝравенствѝ(13.5),ѝ(13.6),ѝназываются
повторнымиѝ(илиѝдвукратными)ѝинтегралами.ѝ

Изѝравенствѝ(13.5)ѝиѝ(13.6)ѝследует,ѝчто

. (13.7)

Переходѝотѝлевойѝчастиѝравенстваѝ(13.7)ѝкѝправойѝегоѝчастиѝиѝобратноѝна-
зываетсяѝизменениемѝпорядкаѝинтегрированияѝвѝповторномѝинтеграле.

Примерѝ1.ѝНаѝплоскостиѝОхуѝпостроитьѝобластьѝинтегрированияѝDѝпоѝза-
даннымѝ пределамѝ измененияѝ переменныхѝ вѝ повторномѝ интеграле

.ѝ Изменитьѝ порядокѝ интегрированияѝ иѝ вычислитьѝ интеграл

приѝзаданномѝиѝизмененномѝпорядкеѝинтегрирования.
Областьѝ интегрированияѝ Dѝ ѝ расположенаѝ междуѝ прямымиѝ х = 0ѝ и

х = 4,ѝ снизуѝ ограниченаѝпараболойѝ ,ѝ сверхуѝ–ѝ параболойѝ
(рис.ѝ13.8).ѝСледовательно,

.
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Сѝдругойѝстороны,ѝобластьѝинтегрированияѝDѝрасположенаѝмеждуѝпрямы-
миѝу = 0ѝ иѝ у = 6,ѝ аѝ переменнаяѝ хѝ изменяетсяѝ вѝ даннойѝ областиѝприѝ каждом

фиксированномѝзначенииѝуѝотѝточекѝпараболыѝ ѝдоѝточекѝпараболы

,ѝт.е.ѝѝсогласноѝформулеѝ(13.7)ѝимеем:

.

Примерѝ2.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝповторномѝинтеграле

.

ОбластьѝинтегрированияѝDѝ ограниченаѝлиниямиѝх = 0,ѝх = 1,ѝ ѝи

ѝ(рис.ѝ13.9).ѝТакѝкакѝправыйѝучастокѝграницыѝобластиѝDѝзаданѝдвумя

линиями,ѝтоѝпрямаяѝу = 1ѝразбиваетѝееѝнаѝобластиѝD1:ѝ ,ѝ ѝиѝD2:

,ѝ .ѝВѝрезультатеѝполучаем:

.

Примерѝ3.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл

,ѝ

еслиѝобластьѝDѝограниченаѝлиниямиѝ ,ѝ ,

.
ОбластьѝинтегрированияѝDѝограниченаѝпрямой

ѝ иѝ осямиѝ координатѝ (рис.ѝ 13.10).ѝ Следова-
тельно,ѝ
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ЕслиѝобластьѝD,ѝправильнаяѝвѝнаправленииѝосиѝОх,ѝпроецируетсяѝнаѝосьѝОу
вѝотрезокѝ[c;ѝd],ѝтоѝееѝграницаѝLѝразбиваетсяѝнаѝдвеѝлинии:ѝCpD*,ѝзадаваемую
уравнениемѝ ,ѝиѝCqD*,ѝзадаваемуюѝуравнениемѝ ѝ(рис.ѝ13.7).

ВѝэтомѝслучаеѝобластьѝDѝопределяетсяѝсистемойѝнеравенств

D:ѝ ,ѝ
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детсяѝпоѝпеременнойѝх,ѝаѝвнешнееѝ–ѝпоѝпеременнойѝу)
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Выражения,ѝстоящиеѝвѝправыхѝчастяхѝравенствѝ(13.5),ѝ(13.6),ѝназываются
повторнымиѝ(илиѝдвукратными)ѝинтегралами.ѝ

Изѝравенствѝ(13.5)ѝиѝ(13.6)ѝследует,ѝчто
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Переходѝотѝлевойѝчастиѝравенстваѝ(13.7)ѝкѝправойѝегоѝчастиѝиѝобратноѝна-
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даннымѝ пределамѝ измененияѝ переменныхѝ вѝ повторномѝ интеграле
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Сѝдругойѝстороны,ѝобластьѝинтегрированияѝDѝрасположенаѝмеждуѝпрямы-
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фиксированномѝзначенииѝуѝотѝточекѝпараболыѝ ѝдоѝточекѝпараболы

,ѝт.е.ѝѝсогласноѝформулеѝ(13.7)ѝимеем:
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линиями,ѝтоѝпрямаяѝу = 1ѝразбиваетѝееѝнаѝобластиѝD1:ѝ ,ѝ ѝиѝD2:
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Примерѝ3.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл
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.
ОбластьѝинтегрированияѝDѝограниченаѝпрямой
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.

Примерѝ4.ѝНайтиѝсреднееѝзначениеѝфункцииѝ ѝвѝтреугольнике,

ограниченномѝпрямымиѝу = х,ѝу = 3х,ѝх = 2.

Среднимѝ значениемѝ функцииѝ ѝ вѝ областиѝDѝ являетсяѝ число

(см.ѝсвойствоѝ7ѝдвойныхѝинтегралов)

.

ВычислимѝсначалаѝплощадьѝобластиѝD:

.

Аналогичноѝполучаем:

.

Такимѝобразом,

.

АЗ-13.1

1.ѝВычислитьѝследующиеѝповторныеѝинтегралы:

а)ѝ ;

б)ѝ ; в)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ14/3;ѝб)ѝ50,4;ѝв)ѝ2,25.)
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2.ѝРасставитьѝпределыѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

тегралеѝдляѝдвойногоѝинтегралаѝ ,ѝеслиѝизвест-

но,ѝчтоѝобластьѝинтегрированияѝD:

а)ѝограниченаѝпрямымиѝх = 1,ѝх = 4,ѝ3х – 2у + 4 = 0,ѝ3х –

–2у – 1 = 0;

б)ѝограниченаѝлиниейѝ ;

в)ѝявляетсяѝтреугольнойѝобластьюѝсѝвершинамиѝвѝточках

О(0,ѝ0),ѝА(1,ѝ3),ѝВ(1,ѝ5);

г)ѝограниченаѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ .

3.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝданныхѝповтор-

ныхѝинтегралах:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограничена

линиямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:ѝ33/140.)

5.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниейѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

6.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограни-

ченаѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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.

Примерѝ4.ѝНайтиѝсреднееѝзначениеѝфункцииѝ ѝвѝтреугольнике,

ограниченномѝпрямымиѝу = х,ѝу = 3х,ѝх = 2.

Среднимѝ значениемѝ функцииѝ ѝ вѝ областиѝDѝ являетсяѝ число

(см.ѝсвойствоѝ7ѝдвойныхѝинтегралов)
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2.ѝРасставитьѝпределыѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

тегралеѝдляѝдвойногоѝинтегралаѝ ,ѝеслиѝизвест-

но,ѝчтоѝобластьѝинтегрированияѝD:

а)ѝограниченаѝпрямымиѝх = 1,ѝх = 4,ѝ3х – 2у + 4 = 0,ѝ3х –

–2у – 1 = 0;

б)ѝограниченаѝлиниейѝ ;

в)ѝявляетсяѝтреугольнойѝобластьюѝсѝвершинамиѝвѝточках

О(0,ѝ0),ѝА(1,ѝ3),ѝВ(1,ѝ5);

г)ѝограниченаѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ .

3.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝданныхѝповтор-

ныхѝинтегралах:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограничена

линиямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:ѝ33/140.)

5.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниейѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

6.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограни-

ченаѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

ѝf x ,ѝy( ) xd yd

D
∫∫

x
2

y
2 4x–+ 0=

y x
3 1+= x 0= x y+ 3=

x f x ,ѝy( ) yd

0

4 x
2–

∫d

–2

2

∫ x f x ,ѝy( ) yd

2x

5x

∫d

0

1

∫

y f x ,ѝy( ) xd

– 1 y
2–

1 y–

∫d

0

1

∫

x
2

y+( ) xd yd

D
∫∫

y x
2= y

2
x=

x
3

y
2

xd yd

D
∫∫

x
2

y
2+ 9=

x x y+( )cos xd yd

D
∫∫

y 0= x π= y x= –3π 2⁄



158

7.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝDѝограниченаѝпер-

войѝаркойѝциклоидыѝ ,ѝ ѝиѝосью

Ох.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝПредставитьѝдвойнойѝинтегралѝ ѝвѝвиде

повторногоѝ интегралаѝ приѝ разныхѝ порядкахѝ интегрирова-

нияѝпоѝхѝѝиѝпоѝу,ѝеслиѝизвестно,ѝчтоѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

2.ѝ1.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

теграле

.

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

3.ѝ1.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

теграле

.
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2.ѝ Вычислитьѝ ,ѝ еслиѝ областьѝ Dѝ ограничена

линиямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ2,25.)

13.2.ѝЗАМЕНАѝПЕРЕМЕННЫХѝВѝДВОЙНОМѝИНТЕГРАЛЕ.ѝ
ДВОЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫѝ

ВѝПОЛЯРНЫХѝКООРДИНАТАХ

Пустьѝ переменныеѝ х,ѝ уѝ связаныѝ сѝ переменнымиѝ u,ѝ vѝ соотношениями
,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ѝ–ѝнепрерывныеѝиѝдифферен-

цируемыеѝфункции,ѝвзаимноѝоднозначноѝотображающиеѝобластьѝDѝплоскости
Охуѝнаѝобластьѝ ѝплоскостиѝ ;ѝприѝэтомѝякобианѝ

сохраняетѝ постоянныйѝ знакѝ вѝD.ѝ Тогдаѝ вернаѝформулаѝ заменыѝ переменныхѝ в
двойномѝинтеграле

,ѝѝ . (13.8)

Пределыѝвѝновомѝинтегралеѝрасставляютсяѝпоѝрассмотренномуѝранееѝпра-
вилуѝсѝучетомѝвидаѝобластиѝ .

Примерѝ1.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл

поѝ областиѝDѝ плоскостиѝОху,ѝ ограниченнойѝ линиямиѝ ,ѝ ,

,ѝ .
Положим

(1)

Тогдаѝ прямыеѝ ѝ иѝ ѝ перейдутѝ соответственноѝ вѝ прямые

,ѝ ѝплоскостиѝ ,ѝаѝпрямыеѝ ,ѝ ѝ–ѝвѝпря-

мыеѝ ѝиѝ ѝэтойѝжеѝплоскости.ѝПриѝэтомѝобластьѝDѝотобразитсяѝв

прямоугольникѝ ѝплоскостиѝ ,ѝдляѝкоторогоѝ ,ѝ .
Изѝсистемыѝ(1)ѝнаходим:

x
2

xd yd

D
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y x= y 1 x⁄= x 2=
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7.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝDѝограниченаѝпер-

войѝаркойѝциклоидыѝ ,ѝ ѝиѝосью

Ох.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝПредставитьѝдвойнойѝинтегралѝ ѝвѝвиде
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нияѝпоѝхѝѝиѝпоѝу,ѝеслиѝизвестно,ѝчтоѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

2.ѝ1.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

теграле

.

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

3.ѝ1.ѝИзменитьѝпорядокѝинтегрированияѝвѝповторномѝин-

теграле

.
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2.ѝ Вычислитьѝ ,ѝ еслиѝ областьѝ Dѝ ограничена

линиямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ2,25.)

13.2.ѝЗАМЕНАѝПЕРЕМЕННЫХѝВѝДВОЙНОМѝИНТЕГРАЛЕ.ѝ
ДВОЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫѝ

ВѝПОЛЯРНЫХѝКООРДИНАТАХ

Пустьѝ переменныеѝ х,ѝ уѝ связаныѝ сѝ переменнымиѝ u,ѝ vѝ соотношениями
,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ѝ–ѝнепрерывныеѝиѝдифферен-

цируемыеѝфункции,ѝвзаимноѝоднозначноѝотображающиеѝобластьѝDѝплоскости
Охуѝнаѝобластьѝ ѝплоскостиѝ ;ѝприѝэтомѝякобианѝ

сохраняетѝ постоянныйѝ знакѝ вѝD.ѝ Тогдаѝ вернаѝформулаѝ заменыѝ переменныхѝ в
двойномѝинтеграле

,ѝѝ . (13.8)

Пределыѝвѝновомѝинтегралеѝрасставляютсяѝпоѝрассмотренномуѝранееѝпра-
вилуѝсѝучетомѝвидаѝобластиѝ .

Примерѝ1.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл

поѝ областиѝDѝ плоскостиѝОху,ѝ ограниченнойѝ линиямиѝ ,ѝ ,

,ѝ .
Положим

(1)

Тогдаѝ прямыеѝ ѝ иѝ ѝ перейдутѝ соответственноѝ вѝ прямые

,ѝ ѝплоскостиѝ ,ѝаѝпрямыеѝ ,ѝ ѝ–ѝвѝпря-

мыеѝ ѝиѝ ѝэтойѝжеѝплоскости.ѝПриѝэтомѝобластьѝDѝотобразитсяѝв

прямоугольникѝ ѝплоскостиѝ ,ѝдляѝкоторогоѝ ,ѝ .
Изѝсистемыѝ(1)ѝнаходим:
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Следовательно

,

аѝ .ѝПоэтомуѝсогласноѝформулеѝ(13.8)

.

Известно,ѝчтоѝпрямоугольныеѝдекартовыѝ(х,ѝу)ѝиѝполярныеѝ ѝкоорди-
натыѝсвязаныѝмеждуѝѝсобойѝследующимиѝсоотношениями:

,ѝ ѝѝ( ,ѝ ).

Еслиѝвѝдвойномѝинтегралеѝперейтиѝотѝдекартовыхѝкѝполярнымѝкоордина-
там,ѝтоѝполучимѝформулуѝ(такѝкакѝякобианѝ )

. (13.9)

Вѝобобщенныхѝполярныхѝкоординатах,ѝдляѝкоторых
,ѝ , (13.10)

гдеѝ ;ѝ ;ѝ ,ѝ ѝ–ѝпостоянныеѝчисла,ѝимеемѝ(такѝкакѝякобиан

):

. (13.11)

Представлениеѝ двойныхѝ интеграловѝ вѝ видеѝ повторныхѝ вѝ правыхѝ частях
формулѝ(13.9),ѝ(13.11)ѝприводитѝкѝразнымѝпределамѝвѝзависимостиѝотѝтого,ѝгде
находитсяѝполюсѝОѝполярнойѝсистемыѝкоординат:ѝвне,ѝвнутриѝилиѝнаѝгранице
областиѝD.

1.ѝЕслиѝполюсѝОѝполярнойѝсистемыѝкоординатѝнаходитсяѝвнеѝобластиѝD,
ограниченнойѝлучамиѝ ,ѝ ѝ( )ѝиѝлиниямиѝAmB,ѝAnBѝ(изѝуравне-

нийѝсоответственноѝ ,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ѝ( )ѝ–

функции,ѝзаданныеѝнаѝотрезкеѝ ),ѝтоѝдвойнойѝинтегралѝвѝполярныхѝкоор-
динатахѝсводитсяѝкѝповторномуѝинтегралуѝпоѝправилуѝ(рис.ѝ13.11)

. (13.12)

2.ѝЕслиѝполюсѝОѝнаходитсяѝвнутриѝобластиѝDѝиѝуравнениеѝграницыѝобласти
Dѝ вѝ полярнойѝ системеѝкоординатѝимеетѝ видѝ ,ѝ тоѝ вѝформулеѝ (13.12)

,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.12).

3.ѝЕслиѝполюсѝОѝнаходитсяѝнаѝграницеѝобластиѝDѝиѝуравнениеѝееѝграницыѝв
полярнойѝ системеѝ координатѝ имеетѝ видѝ ,ѝ тоѝ вѝ формулеѝ (13.12)

,ѝ ,ѝ аѝ ѝ иѝ ѝ могутѝ приниматьѝ различныеѝ значения

(рис.ѝ13.13,ѝ13.14).
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Аналогичныеѝформулыѝимеютѝместоѝиѝдляѝслучаяѝобобщенныхѝполярных
координат.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝ–ѝкругѝрадиусом

Rѝсѝцентромѝвѝначалеѝкоординат.ѝ
ЕслиѝобластьѝDѝ–ѝкругѝилиѝегоѝчасть,ѝтоѝмногиеѝинтегралыѝпрощеѝвычислять

вѝполярныхѝкоординатах.ѝСогласноѝформуламѝ(13.9)ѝиѝ(13.12)ѝ(случайѝ2)ѝимеем:

.

Пример 3.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ эллипсом

.

Р и с .ѝ13.11
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Следовательно

,

аѝ .ѝПоэтомуѝсогласноѝформулеѝ(13.8)

.
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Вѝобобщенныхѝполярныхѝкоординатах,ѝдляѝкоторых
,ѝ , (13.10)
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):

. (13.11)
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нийѝсоответственноѝ ,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ѝ( )ѝ–
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динатахѝсводитсяѝкѝповторномуѝинтегралуѝпоѝправилуѝ(рис.ѝ13.11)

. (13.12)
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Dѝ вѝ полярнойѝ системеѝкоординатѝимеетѝ видѝ ,ѝ тоѝ вѝформулеѝ (13.12)

,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.12).
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,ѝ ,ѝ аѝ ѝ иѝ ѝ могутѝ приниматьѝ различныеѝ значения

(рис.ѝ13.13,ѝ13.14).
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Аналогичныеѝформулыѝимеютѝместоѝиѝдляѝслучаяѝобобщенныхѝполярных
координат.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝ–ѝкругѝрадиусом

Rѝсѝцентромѝвѝначалеѝкоординат.ѝ
ЕслиѝобластьѝDѝ–ѝкругѝилиѝегоѝчасть,ѝтоѝмногиеѝинтегралыѝпрощеѝвычислять

вѝполярныхѝкоординатах.ѝСогласноѝформуламѝ(13.9)ѝиѝ(13.12)ѝ(случайѝ2)ѝимеем:

.

Пример 3.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ эллипсом

.
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Вѝинтегралеѝ ,ѝвыражающемѝплощадьѝэллипсаѝвѝдекартовойѝсисте-

меѝкоординат,ѝперейдемѝкѝобобщеннымѝполярнымѝкоординатамѝсѝпомощьюѝра-

венствѝ(13.10).ѝУравнениеѝэллипсаѝвѝобобщенныхѝполярныхѝкоординатахѝимеет

видѝ .ѝСледовательно,ѝсогласноѝформулеѝ(13.11)ѝполучаем:

.

АЗ-13.2

1.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝDѝограничена

прямымиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ7/3.)
2.ѝИспользовавѝполярныеѝкоординаты,ѝвычислитьѝдвой-

нойѝ интегралѝ ,ѝ еслиѝ областьѝ Dѝ ограничена

окружностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3. Найтиѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линиями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

4.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝDѝ–ѝчастьѝкольца,ѝогра-

ниченнаяѝ линиямиѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝНайтиѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝэллипсом

ѝиѝпрямымиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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6.ѝ Вычислитьѝ несобственныйѝ интегралѝ ,ѝ ис-

пользовавѝ значениеѝ интегралаѝ ,ѝ взятогоѝ по

областиѝD,ѝ ограниченнойѝ окружностьюѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограни-

ченаѝокружностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограни-

ченаѝокружностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝDѝограниче-

наѝокружностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

13.3.ѝПРИЛОЖЕНИЯѝДВОЙНЫХѝИНТЕГРАЛОВ

Вычислениеѝплощадейѝплоскихѝфигур.ѝРассмотримѝнесколькоѝпримеров.

Примерѝ 1.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линиями

,ѝ .

ПоѝуравнениямѝграницыѝобластиѝDѝстроимѝданнуюѝфигуруѝ(рис.ѝ13.15).
Такѝкакѝлинии,ѝограничивающиеѝее,ѝпересекаютсяѝвѝточкахѝО(0,ѝ0)ѝиѝМ0(3,ѝ3),

тоѝвѝDѝсправедливыѝнеравенства:ѝ ,ѝ .ѝСледовательно,ѝна

основанииѝсвойстваѝ1ѝдвойныхѝинтеграловѝискомаяѝплощадь
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6.ѝ Вычислитьѝ несобственныйѝ интегралѝ ,ѝ ис-

пользовавѝ значениеѝ интегралаѝ ,ѝ взятогоѝ по
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наѝокружностьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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ѝ .

Примерѝ 2.ѝВычислитьѝплощадьѝфигуры,ѝ ограниченнойѝлиниейѝ

,ѝ .

Перейдемѝкѝполярнойѝсистемеѝкоординат,ѝвѝкоторойѝуравнениеѝданной
кривойѝприметѝвид:

,

,ѝ .

Последнееѝуравнениеѝзадаетѝкривую,ѝкотораяѝназываетсяѝлемнискатойѝБернул-

лиѝ(рис.ѝ13.16).

Какѝвидноѝизѝполученногоѝуравненияѝиѝрис.ѝ13.16,ѝкриваяѝсимметрична

относительноѝкоординатныхѝосей,ѝиѝплощадьѝSѝѝфигуры,ѝограниченнойѝэтой

кривой,ѝвыражаетсяѝдвойнымѝинтегралом:ѝѝ .ѝЗдесьѝDѝ–ѝфигура

(область),ѝ лежащаяѝ вѝ первомѝ квадранте,ѝ дляѝ которогоѝ ,

.ѝСледовательно,ѝ

.
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Вычислениеѝобъемовѝтел.ѝРассмотримѝследующиеѝпримеры.

Примерѝ 3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Данноеѝ телоѝ ограниченоѝ координатнымиѝплоскостями,ѝ плоскостью

,ѝ параллельнойѝ осиѝ Оz,ѝ иѝ параболоидомѝ вращенияѝ
(рис.ѝ ѝ13.17).ѝНаѝоснованииѝгеометрическогоѝ смыслаѝдвойногоѝинтеграла
(см.ѝ§ѝ13.1,ѝсвойствоѝ3)ѝискомыйѝобъемѝvѝможноѝвычислитьѝпоѝформуле

,

гдеѝобластьѝDѝограниченаѝтреугольником,ѝлежащимѝвѝплоскостиѝОху,ѝдля

которогоѝ ,ѝ .ѝСледовательно,ѝ

. ѝ

Примерѝ 4.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ .

РассматриваемоеѝтелоѝограниченоѝпараболоидомѝвращенияѝсѝосьюѝОуѝиѝплос-

костьюѝ ,ѝперпендикулярнойѝкѝосиѝОуѝ(рис.ѝ13.18).ѝЕгоѝпроекцияѝнаѝплоскость

Oxzѝ–ѝкруг,ѝопределяемыйѝуравнениямиѝ ,ѝ .ѝИскомыйѝобъем

.
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ѝ .
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лиѝ(рис.ѝ13.16).
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Данноеѝ телоѝ ограниченоѝ координатнымиѝплоскостями,ѝ плоскостью

,ѝ параллельнойѝ осиѝ Оz,ѝ иѝ параболоидомѝ вращенияѝ
(рис.ѝ ѝ13.17).ѝНаѝоснованииѝгеометрическогоѝ смыслаѝдвойногоѝинтеграла
(см.ѝ§ѝ13.1,ѝсвойствоѝ3)ѝискомыйѝобъемѝvѝможноѝвычислитьѝпоѝформуле

,

гдеѝобластьѝDѝограниченаѝтреугольником,ѝлежащимѝвѝплоскостиѝОху,ѝдля

которогоѝ ,ѝ .ѝСледовательно,ѝ

. ѝ

Примерѝ 4.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ .

РассматриваемоеѝтелоѝограниченоѝпараболоидомѝвращенияѝсѝосьюѝОуѝиѝплос-

костьюѝ ,ѝперпендикулярнойѝкѝосиѝОуѝ(рис.ѝ13.18).ѝЕгоѝпроекцияѝнаѝплоскость

Oxzѝ–ѝкруг,ѝопределяемыйѝуравнениямиѝ ,ѝ .ѝИскомыйѝобъем

.

Р и с .ѝ13.17 Р и с .ѝ13.18

z x
2

y
2+= x y+ 1= x 0= y 0= z 0=

x y+ 1= z x
2

y
2+=

v x
2

y
2+( ) xd yd

D
∫∫=

0 x 1≤ ≤ 0 y 1 x–≤ ≤

v x x
2

y
2+( ) yd

0

1 x–

∫d

0

1

∫ ѝ x
2

y y
3

3
-----+⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

1 x–
xd

0

1

∫= = =

ѝ x
2

x
3– 1 x–( )3

3
-------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd

0

1

∫ x
3

3
----- x

4

4
-----– 1 x–( )4

12
-------------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

1
1
6
---= = =

y 1 x
2

z
2+ += y 5=

y 5=

y 0= x
2

z
2+ 4≤

y 5 1– x
2– z

2–( ) xd zd

D
∫∫ 4 x

2– z
2–( ) xd zd

D
∫∫= =



166

Перейдемѝвѝполученномѝинтегралеѝкѝполярнымѝкоординатамѝсѝпомощью
равенствѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ ѝиѝ

.

Вычислениеѝплощадейѝповерхностей.ѝПустьѝвѝобластиѝDzѝплоскостиѝОхуѝзадана

непрерывнаяѝфункцияѝ ,ѝ имеющаяѝ непрерывныеѝ частныеѝ производ-
ные.ѝПоверхность,ѝопределяемаяѝтакойѝфункцией,ѝназываетсяѝгладкой.ѝОчевидно,
чтоѝ областьѝDzѝ естьѝ проекцияѝ рассматриваемойѝ поверхностиѝ наѝ плоскостьѝОху.

ПлощадьѝQzѝповерхностиѝ ,ѝ ,ѝвычисляетсяѝпоѝформуле

. (13.13)

Вѝслучае,ѝкогдаѝгладкаяѝповерхностьѝзаданаѝфункциейѝ ѝ(вѝоб-

ластиѝDx)ѝилиѝфункциейѝ ѝ(вѝобластиѝDy),ѝплощадьѝэтойѝповерхности
вычисляетсяѝпоѝформуле

(13.14)

или

. (13.15)

Примерѝ5.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝконусаѝ ,ѝрасположен-

нойѝвнутриѝцилиндраѝ .

Такѝкакѝповерхностьѝзаданаѝфунк-

циейѝ видаѝ ,ѝ тоѝ ееѝ площадь

Qyѝ ѝ следуетѝ вычислятьѝ поѝ формуле

(13.15),ѝгдеѝобластьѝDyѝ–ѝпроекцияѝдан-

нойѝ поверхностиѝ наѝ плоскостьѝ Охz
(рис.ѝ13.19).ѝЭтаѝпроекцияѝпредставля-
етѝ собойѝ круг,ѝ ограниченныйѝ окруж-

ностьюѝѝ .

Такѝкак

,ѝ ,

тоѝискомаяѝплощадь
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.

Вычислениеѝмассыѝматериальнойѝпластинки.ѝПокажем,ѝкакѝэтоѝделается,
наѝпримере.

Примерѝ6.ѝВычислитьѝмассуѝматериальнойѝпластинки,ѝ лежащейѝвѝплос-

костиѝОхуѝиѝограниченнойѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝеслиѝееѝповерх-

ностнаяѝплотностьѝ .
Найдемѝкоординатыѝточекѝпересеченияѝлиний,ѝограничивающихѝобласть

D:ѝА(1,ѝ0),ѝВ(4,ѝ3)ѝ(рис.ѝ13.20).ѝТогдаѝизѝфизическогоѝсмыслаѝдвойногоѝинтегра-
лаѝ(см.ѝ§ѝ13.1,ѝсвойствоѝ2)ѝследует,ѝчтоѝискомаяѝмасса

.

Вычислениеѝстатическихѝмоментовѝиѝкоординатѝцентраѝмассѝматериаль-
нойѝпластинки.ѝЕслиѝнаѝплоскостиѝОхуѝданаѝматериальнаяѝпластинкаѝDѝнепре-
рывнойѝповерхностнойѝплотностьюѝ ,ѝ тоѝ координатыѝ ееѝцентраѝмасс

ѝопределяютсяѝпоѝформулам:

,ѝ . (13.16)

Величины

,ѝ (13.17)

называютсяѝстатическимиѝмоментамиѝпластинкиѝDѝотносительноѝосейѝОхѝи
Оуѝсоответственно.
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Перейдемѝвѝполученномѝинтегралеѝкѝполярнымѝкоординатамѝсѝпомощью
равенствѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ ѝиѝ

.

Вычислениеѝплощадейѝповерхностей.ѝПустьѝвѝобластиѝDzѝплоскостиѝОхуѝзадана

непрерывнаяѝфункцияѝ ,ѝ имеющаяѝ непрерывныеѝ частныеѝ производ-
ные.ѝПоверхность,ѝопределяемаяѝтакойѝфункцией,ѝназываетсяѝгладкой.ѝОчевидно,
чтоѝ областьѝDzѝ естьѝ проекцияѝ рассматриваемойѝ поверхностиѝ наѝ плоскостьѝОху.

ПлощадьѝQzѝповерхностиѝ ,ѝ ,ѝвычисляетсяѝпоѝформуле

. (13.13)

Вѝслучае,ѝкогдаѝгладкаяѝповерхностьѝзаданаѝфункциейѝ ѝ(вѝоб-

ластиѝDx)ѝилиѝфункциейѝ ѝ(вѝобластиѝDy),ѝплощадьѝэтойѝповерхности
вычисляетсяѝпоѝформуле

(13.14)

или

. (13.15)

Примерѝ5.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝконусаѝ ,ѝрасположен-

нойѝвнутриѝцилиндраѝ .

Такѝкакѝповерхностьѝзаданаѝфунк-

циейѝ видаѝ ,ѝ тоѝ ееѝ площадь

Qyѝ ѝ следуетѝ вычислятьѝ поѝ формуле

(13.15),ѝгдеѝобластьѝDyѝ–ѝпроекцияѝдан-

нойѝ поверхностиѝ наѝ плоскостьѝ Охz
(рис.ѝ13.19).ѝЭтаѝпроекцияѝпредставля-
етѝ собойѝ круг,ѝ ограниченныйѝ окруж-

ностьюѝѝ .

Такѝкак
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Вычислениеѝмассыѝматериальнойѝпластинки.ѝПокажем,ѝкакѝэтоѝделается,
наѝпримере.

Примерѝ6.ѝВычислитьѝмассуѝматериальнойѝпластинки,ѝ лежащейѝвѝплос-

костиѝОхуѝиѝограниченнойѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝеслиѝееѝповерх-

ностнаяѝплотностьѝ .
Найдемѝкоординатыѝточекѝпересеченияѝлиний,ѝограничивающихѝобласть

D:ѝА(1,ѝ0),ѝВ(4,ѝ3)ѝ(рис.ѝ13.20).ѝТогдаѝизѝфизическогоѝсмыслаѝдвойногоѝинтегра-
лаѝ(см.ѝ§ѝ13.1,ѝсвойствоѝ2)ѝследует,ѝчтоѝискомаяѝмасса

.

Вычислениеѝстатическихѝмоментовѝиѝкоординатѝцентраѝмассѝматериаль-
нойѝпластинки.ѝЕслиѝнаѝплоскостиѝОхуѝданаѝматериальнаяѝпластинкаѝDѝнепре-
рывнойѝповерхностнойѝплотностьюѝ ,ѝ тоѝ координатыѝ ееѝцентраѝмасс

ѝопределяютсяѝпоѝформулам:

,ѝ . (13.16)

Величины

,ѝ (13.17)

называютсяѝстатическимиѝмоментамиѝпластинкиѝDѝотносительноѝосейѝОхѝи
Оуѝсоответственно.
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Примерѝ7.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝпластинкиѝD,ѝлежащейѝвѝплос-

костиѝОхуѝиѝограниченнойѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.21),ѝесли

ееѝплотностьѝ .

ВначалеѝопределимѝмассуѝпластинкиѝD:

.

Согласноѝформуламѝ(13.16)ѝкоординатыѝцентраѝмасс:

,

.

Вычислениеѝмоментовѝинерцииѝматериальнойѝпластинки.ѝМоментыѝинер-
цииѝотносительноѝначалаѝкоординатѝиѝосейѝкоординатѝОх,ѝОуѝматериальной
пластинкиѝ Dѝ непрерывноѝ распределеннойѝ поверхностнойѝ плотностью

,ѝ котораяѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝОху,ѝ вычисляютсяѝ соответственноѝ по
формулам:
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,

(13.18)

,ѝѝ .

Примерѝ8.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝточкиѝграницыѝод-
нородногоѝкругаѝиѝегоѝдиаметра,ѝеслиѝрадиусѝкругаѝR,ѝаѝвесѝР.

Поместимѝначалоѝкоординатѝвѝточке,ѝлежа-
щейѝнаѝграницеѝкруга,ѝаѝцентрѝкругаѝ–ѝвѝточке
С(R;ѝ0)ѝ(рис.ѝ13.22).ѝТогдаѝзадачаѝсведетсяѝкѝна-
хождениюѝмоментовѝинерцииѝкругаѝотноситель-
ноѝначалаѝкоординатѝиѝосиѝОх.

Такѝкакѝкругѝоднороден,ѝтоѝегоѝплотностьѝ

постояннаѝиѝ .ѝУравнениеѝокруж-

ностиѝ вѝ декартовойѝ системеѝ координатѝ имеет

видѝ ,ѝ аѝ вѝ полярнойѝ –

.ѝДляѝданногоѝкругаѝ выполняются

соотношенияѝ ,ѝ .

Следовательно,ѝнаѝоснованииѝформулѝ(13.18)ѝимеем:
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Примерѝ7.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝпластинкиѝD,ѝлежащейѝвѝплос-

костиѝОхуѝиѝограниченнойѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.21),ѝесли

ееѝплотностьѝ .

ВначалеѝопределимѝмассуѝпластинкиѝD:

.

Согласноѝформуламѝ(13.16)ѝкоординатыѝцентраѝмасс:

,

.

Вычислениеѝмоментовѝинерцииѝматериальнойѝпластинки.ѝМоментыѝинер-
цииѝотносительноѝначалаѝкоординатѝиѝосейѝкоординатѝОх,ѝОуѝматериальной
пластинкиѝ Dѝ непрерывноѝ распределеннойѝ поверхностнойѝ плотностью

,ѝ котораяѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝОху,ѝ вычисляютсяѝ соответственноѝ по
формулам:
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,

(13.18)

,ѝѝ .

Примерѝ8.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝточкиѝграницыѝод-
нородногоѝкругаѝиѝегоѝдиаметра,ѝеслиѝрадиусѝкругаѝR,ѝаѝвесѝР.

Поместимѝначалоѝкоординатѝвѝточке,ѝлежа-
щейѝнаѝграницеѝкруга,ѝаѝцентрѝкругаѝ–ѝвѝточке
С(R;ѝ0)ѝ(рис.ѝ13.22).ѝТогдаѝзадачаѝсведетсяѝкѝна-
хождениюѝмоментовѝинерцииѝкругаѝотноситель-
ноѝначалаѝкоординатѝиѝосиѝОх.

Такѝкакѝкругѝоднороден,ѝтоѝегоѝплотностьѝ

постояннаѝиѝ .ѝУравнениеѝокруж-

ностиѝ вѝ декартовойѝ системеѝ координатѝ имеет

видѝ ,ѝ аѝ вѝ полярнойѝ –

.ѝДляѝданногоѝкругаѝ выполняются

соотношенияѝ ,ѝ .

Следовательно,ѝнаѝоснованииѝформулѝ(13.18)ѝимеем:

,
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.

АЗ-13.3

1.ѝВычислитьѝплощадиѝфигур,ѝограниченныхѝследующи-
миѝлиниями:

а)ѝ ,ѝ ,ѝ ;

б)ѝ ,ѝ ;ѝ в)ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ .)

2.ѝ Вычислитьѝ объемыѝ тел,ѝ ограниченныхѝ указанными
поверхностями:

а) плоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝпа-

раболоидомѝ ;

б) цилиндрамиѝ ,ѝ ;

в) параболоидомѝ ѝ иѝ плоскостямиѝ ,

,ѝ ,ѝ ;

г) цилиндромѝ ѝ иѝ плоскостямиѝ ,

;

д) эллиптическимѝцилиндромѝ ѝиѝплоскостями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ ;

г)ѝ ;ѝд)ѝ .)
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3.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝплоскостиѝ ,

котораяѝрасположенаѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ14.)

4.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝконусаѝ ,ѝраспо-

ложеннойѝвнутриѝцилиндраѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ частиѝ поверхностиѝ параболоида

,ѝ лежащейѝ внутриѝ цилиндраѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

6.ѝВычислитьѝмассуѝквадратнойѝпластиныѝсоѝсторонойѝа,ѝес-
лиѝееѝплотностьѝ вѝ любойѝ точкеѝМѝ пропорциональнаѝквадрату
расстоянияѝотѝэтойѝточкиѝдоѝточкиѝпересеченияѝдиагоналей,ѝаѝв

угловыхѝточкахѝквадратаѝравнаѝединице.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝплощадьѝфигуры,ѝ ограниченнойѝлиниями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ64/3.)

2.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ цилиндром

ѝиѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ16.)

АЗ-13.4

1.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ центраѝ массѝ однороднойѝ пло-
скойѝфигуры,ѝлежащейѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝограниченнойѝлини-

ямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝфигуры,ѝограничен-

нойѝ линиямиѝ ,ѝ ,ѝ еслиѝ плотностьѝ фигуры

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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.

АЗ-13.3

1.ѝВычислитьѝплощадиѝфигур,ѝограниченныхѝследующи-
миѝлиниями:

а)ѝ ,ѝ ,ѝ ;

б)ѝ ,ѝ ;ѝ в)ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ .)

2.ѝ Вычислитьѝ объемыѝ тел,ѝ ограниченныхѝ указанными
поверхностями:

а) плоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝпа-

раболоидомѝ ;

б) цилиндрамиѝ ,ѝ ;

в) параболоидомѝ ѝ иѝ плоскостямиѝ ,

,ѝ ,ѝ ;

г) цилиндромѝ ѝ иѝ плоскостямиѝ ,

;

д) эллиптическимѝцилиндромѝ ѝиѝплоскостями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ ;

г)ѝ ;ѝд)ѝ .)
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3.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝплоскостиѝ ,

котораяѝрасположенаѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ14.)

4.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝконусаѝ ,ѝраспо-

ложеннойѝвнутриѝцилиндраѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ частиѝ поверхностиѝ параболоида

,ѝ лежащейѝ внутриѝ цилиндраѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

6.ѝВычислитьѝмассуѝквадратнойѝпластиныѝсоѝсторонойѝа,ѝес-
лиѝееѝплотностьѝ вѝ любойѝ точкеѝМѝ пропорциональнаѝквадрату
расстоянияѝотѝэтойѝточкиѝдоѝточкиѝпересеченияѝдиагоналей,ѝаѝв

угловыхѝточкахѝквадратаѝравнаѝединице.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝплощадьѝфигуры,ѝ ограниченнойѝлиниями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ64/3.)

2.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ цилиндром

ѝиѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ16.)

АЗ-13.4

1.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ центраѝ массѝ однороднойѝ пло-
скойѝфигуры,ѝлежащейѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝограниченнойѝлини-

ямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝфигуры,ѝограничен-

нойѝ линиямиѝ ,ѝ ,ѝ еслиѝ плотностьѝ фигуры

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝплоскойѝфи-

гуры,ѝ ограниченнойѝ кардиоидойѝ .ѝ (Ответ:

,ѝ .)

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоор-

динатѝфигуры,ѝограниченнойѝлиниейѝ ,ѝеслиѝее

плотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝначалаѝко-
ординатѝ иѝ осейѝ координатѝ пластиныѝ плотностью

,ѝлежащейѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝограниченнойѝли-

ниямиѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ ,ѝ ,

.)

6.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝполюсаѝплас-

тины,ѝ ограниченнойѝ кардиоидойѝ ,ѝ еслиѝ ее

плотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

7. Вычислитьѝ моментѝ инерцииѝ относительноѝ центра

( )ѝ эллиптическойѝ пластиныѝ сѝ полуосямиѝ аѝ иѝ b.

(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоор-

динатѝ фигурыѝ плотностьюѝ .ѝ Фигураѝ ограничена

линиямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝфигу-
ры,ѝ лежащейѝ вѝ плоскостиѝ Охуѝ иѝ ограниченнойѝ линиями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

3.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝточкиѝпересе-
ченияѝдиагоналейѝпрямоугольнойѝпластинкиѝсоѝсторонамиѝ4ѝи

6,ѝеслиѝееѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ208.)
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13.4.ѝТРОЙНОЙѝИНТЕГРАЛѝИѝЕГОѝВЫЧИСЛЕНИЕ

Пустьѝфункцияѝ ѝнепрерывнаѝвѝзамкнутойѝобластиѝ ѝ,
ограниченнойѝнекоторойѝзамкнутойѝкусочно-гладкойѝповерхностьюѝS.ѝСѝпо-
мощьюѝпроизвольныхѝгладкихѝповерхностейѝразобьемѝобластьѝVѝнаѝnѝэлемен-

тарныхѝобластейѝ ,ѝобъемыѝкоторыхѝобозначимѝчерезѝ .ѝВѝкаж-

дойѝ элементарнойѝ областиѝ ѝ выберемѝ произвольноѝ точкуѝ ѝ и

построимѝсумму

. (13.19)

Черезѝdiѝѝобозначимѝмаксимальныйѝдиаметрѝэлементарнойѝобластиѝ .

Суммаѝ(13.19)ѝназываетсяѝn-йѝинтегральнойѝсуммойѝфункцииѝ ѝвѝоб-
ластиѝV.

Пределѝ суммѝ (13.19),ѝ найденныйѝ приѝ условии,ѝ чтоѝ ,ѝ называется

тройнымѝ интеграломѝ функцииѝ ѝ поѝ областиѝ Vѝ иѝ обозначается

.ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопределению

. (13.20)

Еслиѝподынтегральнаяѝфункцияѝ ѝнепрерывнаѝвѝобластиѝV,ѝтоѝин-
тегралѝ(13.20)ѝсуществуетѝиѝнеѝзависитѝотѝспособаѝразбиенияѝобластиѝVѝнаѝэле-
ментарныеѝобластиѝ ѝиѝвыбораѝточекѝМi.

Многиеѝотмеченныеѝвѝ§ѝ13.1ѝсвойстваѝдвойныхѝинтеграловѝсправедливыѝи
дляѝтройныхѝинтегралов,ѝпоэтомуѝприведемѝтолькоѝтеѝихѝсвойства,ѝкоторые
несколькоѝотличаютсяѝотѝсвойствѝдвойныхѝинтегралов.ѝ

1.ѝЕслиѝвѝобластиѝVѝѝ ,ѝто

, (13.21)

гдеѝvѝ–ѝобъемѝобластиѝV.

2.ѝВѝслучае,ѝкогдаѝподынтегральнаяѝфункцияѝ ѝзадаетѝплотность

ѝ тела,ѝ занимающегоѝ областьѝV,ѝ тройнойѝинтегралѝ выражаетѝмассу
этогоѝтела:

. (13.22)

Следуетѝподчеркнуть,ѝчтоѝвѝдекартовойѝсистемеѝкоординатѝобластьѝVѝудоб-
ноѝразбиватьѝнаѝэлементарныеѝобластиѝплоскостями,ѝпараллельнымиѝкоорди-
натнымѝплоскостям;ѝприѝэтомѝэлементѝобъемаѝ .
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3.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝплоскойѝфи-

гуры,ѝ ограниченнойѝ кардиоидойѝ .ѝ (Ответ:

,ѝ .)

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоор-

динатѝфигуры,ѝограниченнойѝлиниейѝ ,ѝеслиѝее

плотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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ординатѝ иѝ осейѝ координатѝ пластиныѝ плотностью

,ѝлежащейѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝограниченнойѝли-

ниямиѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ ,ѝ ,

.)
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(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа
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,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)
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6,ѝеслиѝееѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ208.)
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13.4.ѝТРОЙНОЙѝИНТЕГРАЛѝИѝЕГОѝВЫЧИСЛЕНИЕ

Пустьѝфункцияѝ ѝнепрерывнаѝвѝзамкнутойѝобластиѝ ѝ,
ограниченнойѝнекоторойѝзамкнутойѝкусочно-гладкойѝповерхностьюѝS.ѝСѝпо-
мощьюѝпроизвольныхѝгладкихѝповерхностейѝразобьемѝобластьѝVѝнаѝnѝэлемен-
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дойѝ элементарнойѝ областиѝ ѝ выберемѝ произвольноѝ точкуѝ ѝ и
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. (13.19)

Черезѝdiѝѝобозначимѝмаксимальныйѝдиаметрѝэлементарнойѝобластиѝ .
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ластиѝV.
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. (13.20)
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, (13.21)
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натнымѝплоскостям;ѝприѝэтомѝэлементѝобъемаѝ .
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Считаемѝ областьѝ Vѝ правильнойѝ (т.е.ѝ такой,ѝ чтоѝ прямые,ѝ параллельные
осямѝкоординат,ѝпересекаютѝграницуѝобластиѝVѝнеѝболееѝчемѝвѝдвухѝточках).

Дляѝ правильнойѝ областиѝVѝ справедливыѝ неравенстваѝ (рис.ѝ 13.23)ѝ ,

,ѝ ѝиѝследующаяѝформулаѝдляѝвычисле-

нияѝтройногоѝинтеграла:

. (13.23)

Такимѝобразом,ѝприѝвычисленииѝтройногоѝинтегралаѝвѝслучаеѝпростейшей

правильнойѝобластиѝVѝвначалеѝинтегрируютѝфункциюѝ ѝпоѝоднойѝиз

переменныхѝ(например,ѝz)ѝприѝусловии,ѝчтоѝоставшиесяѝдвеѝпеременныеѝпри-
нимаютѝ любыеѝ постоянныеѝ значенияѝ вѝ областиѝ интегрирования,ѝ затемѝ ре-
зультатѝинтегрируютѝпоѝвторойѝпеременнойѝ(например,ѝy)ѝприѝлюбомѝпосто-
янномѝзначенииѝтретьейѝпеременнойѝвѝVѝи,ѝнаконец,ѝвыполняютѝинтегриро-
ваниeѝпоѝтретьейѝпеременнойѝ(например,ѝх)ѝвѝмаксимальномѝдиапазонеѝееѝиз-
мененияѝвѝV.

Болееѝсложныеѝобластиѝинтегрированияѝразбиваютсяѝнаѝконечноеѝчисло
правильныхѝобластей,ѝиѝрезультатыѝвычисленияѝпоѝэтимѝобластямѝсуммиру-
ются.ѝВѝчастности,ѝеслиѝобластьѝинтегрированияѝ–ѝпрямоугольныйѝпаралле-

лепипед,ѝзадаваемыйѝнеравенствамиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝто

. (13.24)

Примерѝ1.ѝВычислитьѝтройнойѝинтегралѝ ,ѝ гдеѝV

ограниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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Поѝзаданнымѝповерхностямѝстроимѝобластьѝинтегрированияѝ(рис.ѝ13.24).

ВѝобластиѝVѝсправедливыѝнеравенстваѝ ,ѝ ,ѝ .
Тогдаѝ

.

Пустьѝфункции

(13.25)

непрерывны,ѝимеютѝнепрерывныеѝчастныеѝпроизводные,ѝякобиан

Р и с .ѝ13.24
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иѝсохраняетѝзнакѝвѝобластиѝ ѝизмененияѝпеременныхѝu,ѝv,ѝw.ѝФункцииѝ(13.25)

взаимноѝоднозначноѝотображаютѝобластьѝVѝвѝобластьѝ .ѝТогдаѝвернаѝформула

,ѝ ,ѝ ѝ .

Вѝцилиндрическихѝкоординатахѝ ѝ(рис.ѝ13.25)ѝимеем:

(13.26)

Вѝсферическихѝкоординатахѝ ѝ(rѝ–ѝрадиус-вектор,ѝ ѝ–ѝдолгота,ѝ ѝ–

широта,ѝилиѝсклонение)ѝ(рис.ѝ13.26)ѝполучаем:ѝ

(13.27)

Вѝобобщенныхѝсферическихѝкоординатахѝ

(13.28)

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝпостоянныеѝчисла.

Соотношенияѝ(13.26)ѝ–ѝ(13.28)ѝпозволяютѝосуществлятьѝвѝтройныхѝинте-
гралахѝ переходѝ отѝ декартовыхѝ координатѝ кѝ цилиндрическим,ѝ сферическим
илиѝ обобщеннымѝ сферическим.ѝ Формулаѝ (13.23)ѝ дляѝ вычисленияѝ тройных
интеграловѝвѝдекартовыхѝкоординатахѝсправедливаѝтакжеѝвѝцилиндрическихѝи
сферическихѝкоординатах.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝинтегрирова-

нияѝVѝограниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .

ПоѝзаданнымѝповерхностямѝпостроимѝобластьѝVѝ(рис.ѝ13.27).ѝПерейдемѝв
заданномѝинтегралеѝкѝцилиндрическойѝсистемеѝкоординат:ѝ
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Примерѝ3.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝинте-

грированияѝVѝограниченаѝсферойѝ ѝиѝплоскостьюѝ ѝ .

ОбластьѝVѝ представляетѝ собойѝ полушар,ѝ расположенныйѝ правееѝ плос-

костиѝОхzѝ ,ѝт.е.ѝсферическиеѝкоординатыѝ ѝизменяютсяѝвѝVѝсле-

дующимѝобразом:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝЭтоѝозначает,ѝчто

.

АЗ-13.5

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝопределяется

неравенствамиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/110.)
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иѝсохраняетѝзнакѝвѝобластиѝ ѝизмененияѝпеременныхѝu,ѝv,ѝw.ѝФункцииѝ(13.25)

взаимноѝоднозначноѝотображаютѝобластьѝVѝвѝобластьѝ .ѝТогдаѝвернаѝформула

,ѝ ,ѝ ѝ .

Вѝцилиндрическихѝкоординатахѝ ѝ(рис.ѝ13.25)ѝимеем:

(13.26)

Вѝсферическихѝкоординатахѝ ѝ(rѝ–ѝрадиус-вектор,ѝ ѝ–ѝдолгота,ѝ ѝ–

широта,ѝилиѝсклонение)ѝ(рис.ѝ13.26)ѝполучаем:ѝ

(13.27)

Вѝобобщенныхѝсферическихѝкоординатахѝ

(13.28)

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝпостоянныеѝчисла.

Соотношенияѝ(13.26)ѝ–ѝ(13.28)ѝпозволяютѝосуществлятьѝвѝтройныхѝинте-
гралахѝ переходѝ отѝ декартовыхѝ координатѝ кѝ цилиндрическим,ѝ сферическим
илиѝ обобщеннымѝ сферическим.ѝ Формулаѝ (13.23)ѝ дляѝ вычисленияѝ тройных
интеграловѝвѝдекартовыхѝкоординатахѝсправедливаѝтакжеѝвѝцилиндрическихѝи
сферическихѝкоординатах.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝинтегрирова-

нияѝVѝограниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .
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заданномѝинтегралеѝкѝцилиндрическойѝсистемеѝкоординат:ѝ

V ′

V ′

fѝ x ,ѝy ,ѝz( ) xd yd zd

V
∫∫∫ f (ϕ u ,ѝv ,ѝw( )

V′
∫∫∫= ψ u ,ѝv ,ѝw( ) χ u ,ѝv ,ѝw( )) J d u d v d w

ρ,ѝϕ,ѝz

x ρ ϕ,ѝycos ρ ϕ,ѝzsin z ,= = =
0 ϕ 2π,ѝ0 ρ≤ ≤ ≤ ∞,ѝѝ–∞ z ∞,< < <

J ρ,ѝd x d y d z ρdρdϕd z .= = ⎭
⎪
⎬
⎪
⎫

r ,ѝϕ,ѝθ ϕ θ

x r θ ϕ,ѝѝycossin r θ ϕ,ѝѝzsinsin r θ,cos= = =
0 r≤ ∞,ѝѝ0< ϕ 2π,ѝѝ0 θ π,≤ ≤ ≤ ≤

J r
2 θ,ѝѝd x d y d zsin r

2 θd r dϕdθ.sin= = ⎭
⎪
⎬
⎪
⎫

x a r θ ϕ,ѝѝycossin b r θ ϕ,ѝѝzsinsin c r θ,cos= = =

J a b c r
2 θ,ѝѝd x d y d zsin a b c r

2 θd r dϕdθ,sin= = ⎭
⎬
⎫

a 0> b 0> c 0>

Р и с .ѝ13.25 Р и с .ѝ13.26

I x
2

y
2+ xd yd zd

V
∫∫∫=

x
2

y
2+ 4= z 1= z 2 x

2
y

2+ +=

177

.

Примерѝ3.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝинте-

грированияѝVѝограниченаѝсферойѝ ѝиѝплоскостьюѝ ѝ .

ОбластьѝVѝ представляетѝ собойѝ полушар,ѝ расположенныйѝ правееѝ плос-

костиѝОхzѝ ,ѝт.е.ѝсферическиеѝкоординатыѝ ѝизменяютсяѝвѝVѝсле-

дующимѝобразом:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝЭтоѝозначает,ѝчто

.
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неравенствамиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/110.)
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2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝограниче-

наѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ256/15.)

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝпо-

верхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
5.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ266.)
6.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝобластьѝVѝ–ѝ внутренностьѝ эллипсоидаѝ .

(Ответ:ѝ .)

7.ѝѝВычислитьѝобъемѝчастиѝшараѝ ,ѝрасполо-

женнойѝвнутриѝконусаѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝплоскостями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝVѝогра-

ниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝVѝогра-

ниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

13.5.ѝПРИЛОЖЕНИЯѝТРОЙНЫХѝИНТЕГРАЛОВ

Вычислениеѝобъемовѝтел.ѝОбъемѝvѝобластиѝVѝ(объемѝтела)ѝобычноѝвычисляют

поѝформулеѝ(13.21),ѝвѝкоторойѝвѝтройномѝинтегралеѝможноѝпереходитьѝ(еслиѝэто

удобно)ѝкѝразличнымѝкоординатамѝ(цилиндрическим,ѝсферическимѝиѝдр.).

Примерѝ1.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностямиѝ ,

.

Поѝзаданнымѝуравнениямѝповерхностейѝвѝдекартовыхѝкоординатахѝстро-

имѝобластьѝVѝ(рис.ѝ13.28).ѝТогдаѝвѝцилиндрическойѝсистемеѝкоординатѝиско-

мыйѝобъемѝ

,

гдеѝ :ѝ{ ,ѝ ,ѝ }.ѝСледовательно,ѝ
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2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝограниче-

наѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ256/15.)

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝпо-

верхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
5.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ266.)
6.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝобластьѝVѝ–ѝ внутренностьѝ эллипсоидаѝ .

(Ответ:ѝ .)

7.ѝѝВычислитьѝобъемѝчастиѝшараѝ ,ѝрасполо-

женнойѝвнутриѝконусаѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝплоскостями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝVѝогра-

ниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝ ,ѝ еслиѝобластьѝVѝогра-

ниченаѝповерхностямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝ 1.ѝ Расставитьѝ пределыѝ интегрированияѝ вѝ интеграле

,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностя-

миѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

13.5.ѝПРИЛОЖЕНИЯѝТРОЙНЫХѝИНТЕГРАЛОВ

Вычислениеѝобъемовѝтел.ѝОбъемѝvѝобластиѝVѝ(объемѝтела)ѝобычноѝвычисляют

поѝформулеѝ(13.21),ѝвѝкоторойѝвѝтройномѝинтегралеѝможноѝпереходитьѝ(еслиѝэто

удобно)ѝкѝразличнымѝкоординатамѝ(цилиндрическим,ѝсферическимѝиѝдр.).

Примерѝ1.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностямиѝ ,

.

Поѝзаданнымѝуравнениямѝповерхностейѝвѝдекартовыхѝкоординатахѝстро-

имѝобластьѝVѝ(рис.ѝ13.28).ѝТогдаѝвѝцилиндрическойѝсистемеѝкоординатѝиско-

мыйѝобъемѝ

,
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.

Примерѝ 2.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ эллипсоидом

.

Вѝобобщенныхѝсферическихѝкоординатахѝверныѝформулыѝ(13.28),ѝиѝпо-
этомуѝискомыйѝобъем

,

гдеѝ ѝ–ѝобласть,ѝвѝкоторуюѝотображаетсяѝвнутренностьѝэллипсоидаѝприѝпере-
ходеѝкѝобобщеннымѝсферическимѝкоординатам.ѝУравнениеѝповерхности,ѝогра-
ничивающейѝобластьѝ ,ѝвѝобобщенныхѝсферическихѝкоординатахѝполучается
путемѝподстановкиѝвѝуравнениеѝэллипсоидаѝзначенийѝх,ѝу,ѝzѝизѝформулѝ(13.28):

,
т.е.ѝr = 1.ѝСледовательно,ѝ

.

Вычислениеѝмассыѝтела.ѝМассаѝmѝтелаѝвычисляетсяѝпоѝформулеѝ(13.22).
Примерѝ 3.ѝ Вычислитьѝ массуѝ тела,ѝ ограниченногоѝ поверхностьюѝ конуса

ѝиѝплоскостьюѝ ,ѝеслиѝплотностьѝтелаѝ .
ВершинаѝконусаѝнаходитсяѝвѝточкеѝО1(0,ѝ0,ѝ2),ѝиѝвѝсеченииѝконусаѝплос-

костьюѝ ѝполучаетсяѝокружностьѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.29).ѝНаѝпо-

верхностиѝрассматриваемогоѝтелаѝ .ѝТогдаѝмассаѝ
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Вычислениеѝкоординатѝцентраѝмассѝтела.ѝПустьѝвѝпространствеѝR3ѝзадано
некотороеѝ телоѝ Vѝ непрерывноѝ распределеннойѝ объемнойѝ плотностью

.ѝ Тогдаѝ координатыѝ центраѝ массѝ этогоѝ телаѝ определяютсяѝ по
формулам:

,ѝ ,ѝ .

Величиныѝ

,ѝ ,ѝ

называютсяѝ статическимиѝ моментамиѝ телаѝ относительноѝ координатных
плоскостейѝОуz,ѝОхzѝиѝОхуѝсоответственно.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝкоорди-
натыѝцентраѝмассѝнеѝзависятѝотѝплотностиѝтелаѝV.

Примерѝ4.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтелаѝV,ѝогра-

ниченногоѝповерхностямиѝ ,ѝ .
Строимѝтело,ѝограниченноеѝданнымиѝпо-

верхностямиѝ(рис.ѝ13.30).ѝОбластьѝVѝограниче-
наѝ поверхностьюѝ параболоида,ѝ отсеченного
плоскостьюѝ .ѝЕгоѝпроекцияѝнаѝплоскость
Оуzѝ представляетѝ собойѝ круг,ѝ ограниченный

окружностьюѝ ѝрадиусомѝ2.ѝВычис-
лимѝвначалеѝмассуѝтелаѝвѝцилиндрическихѝко-
ординатах,ѝсчитая,ѝчтоѝегоѝплотностьѝ :
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Примерѝ 2.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ эллипсоидом

.
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АналогичноѝопределяютсяѝуСѝиѝzC,ѝноѝтакѝкакѝтелоѝ–ѝоднородноеѝиѝсим-
метричноеѝотносительноѝосиѝОх,ѝтоѝможноѝсразуѝзаписать,ѝчтоѝуС = 0ѝиѝzC = 0.

Вычислениеѝмоментовѝинерцииѝтел.ѝМоментѝинерцииѝотносительноѝначала

координатѝтелаѝ ѝплотностьюѝ ѝопределяетсяѝпоѝформуле

;

моментыѝ инерцииѝ относительноѝ координатныйѝ осейѝ Ох,ѝ Оу,ѝ Оz
соответственно:

,

,

;

моментыѝинерцииѝотносительноѝкоординатныхѝплоскостейѝОху,ѝОуz,ѝОхz
соответственно:

,

,

.

Примерѝ5.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝоднородногоѝшараѝрадиусомѝRѝи
весомѝРѝотносительноѝегоѝцентраѝиѝдиаметра.ѝ

Такѝ какѝ объемѝ шараѝ ,ѝ тоѝ егоѝ постояннаяѝ плотность

.ѝПоместимѝцентрѝшараѝвѝначалоѝкоординат,ѝтогдаѝегоѝповерх-

ностьѝбудетѝопределятьсяѝуравнениемѝ .ѝМоментѝинерцииѝот-
носительноѝцентраѝшараѝудобноѝвычислятьѝвѝсферическихѝкоординатах:

.
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Такѝкакѝвследствиеѝоднородностиѝиѝсимметрииѝшараѝегоѝмоментыѝинер-
цииѝотносительноѝлюбогоѝдиаметраѝравны,ѝвычислимѝмоментѝинерцииѝотно-
сительноѝдиаметра,ѝлежащего,ѝнапример,ѝнаѝосиѝОz:

.

АЗ-13.6

1.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝ Вычислитьѝ массуѝ тела,ѝ ограниченногоѝ плоскостями

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ еслиѝ плотностьѝ тела

.ѝ(Ответ:ѝ1/48.)

3.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ цилиндром

ѝиѝплоскостямиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/15.)

4.ѝ Вычислитьѝ объемѝ тела,ѝ ограниченногоѝ сферами

,ѝ ѝиѝконусомѝ ѝ(те-

ла,ѝлежащегоѝвнутриѝконуса).ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝ Найтиѝ координатыѝ центраѝ массѝ частиѝ однородного

шараѝрадиусомѝRѝ сѝцентромѝвѝначалеѝкоординат,ѝ располо-

женнойѝвышеѝплоскостиѝОху.ѝ(Ответ:ѝ .)

6.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,ѝограни-

ченногоѝ плоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)
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ченногоѝ плоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

Iz δ x
2

y
2+( ) xd yd zd

V
∫∫∫ δ r

2 θ2sin r
2 θsin rd ϕd θ=d

V ′
∫∫∫= =

δ ϕ θ3sin θ r
4

rd

0

R

∫d

0

π

∫d

0

2π

∫ –δ2π R
5

5
------ ѝ 1 θ2cos–( ) θcos( )d

0

π

∫= = =

–δ2π R
5

5
------ θcos 1

3
--- θ3cos–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

π
2
5
--- P

g
--- R

2= =

z x
2

y
2+= 2 z– x

2
y

2+= 5π 6⁄

x y z+ + 1= x 0= y 0= z 0=

δ x ,ѝy ,ѝz( ) 1 x y z 1+ + +( )4⁄=

x y
2= x z+ 1= z 0=

x
2

y
2

z
2+ + 1= x

2
y

2
z
2+ + 16= z

2
x

2
y

2+=

28π
3

--------- 1 2
2

-------–⎝ ⎠
⎛ ⎞

Cѝ 0,ѝ0 ,ѝ
3
8
---R⎝ ⎠

⎛ ⎞

x y z+ + a= x 0= y 0= z 0=

1
4
---a ,ѝ

1
4
---a ,ѝ

1
4
---a⎝ ⎠

⎛ ⎞



184

7.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝодно-
родногоѝкруглогоѝпрямогоѝконусаѝвесомѝР,ѝвысотойѝНѝиѝра-

диусомѝоснованияѝR.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ32.)
2.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝплоскостиѝОуz

тела,ѝограниченногоѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝеслиѝегоѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/15.)
3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,

ограниченногоѝповерхностямиѝ ,ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ(0,ѝ0,ѝ2/3).)

13.6.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ13

ИДЗ-13.1

1.ѝ Представитьѝ двойнойѝ интегралѝ ѝ вѝ виде

повторногоѝинтегралаѝ сѝ внешнимѝинтегрированиемѝпоѝхѝ и
внешнимѝинтегрированиемѝпоѝу,ѝеслиѝобластьѝDѝзаданаѝука-
заннымиѝлиниями.

1.1.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.2.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.3.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.4.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.5.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.6.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.7.ѝD:ѝ ,ѝ .
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1.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.17.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.23.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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1.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.17.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.23.ѝD:ѝ ,ѝ .

1.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.ѝ Вычислитьѝ двойнойѝ интегралѝ поѝ областиѝD,ѝ ограни-

ченнойѝуказаннымиѝлиниями.

2.1.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.2.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.3.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.4.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.5.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.6.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.7.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.8.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.9.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.10.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.11.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.12.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.13.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .
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2.14.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.15.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.16.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.17.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.18.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.19.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.20.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.21.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.22.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.23.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.24.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.25.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.26.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.27.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.ѝ Вычислитьѝ двойнойѝ интегралѝ поѝ областиѝD,ѝ ограни-

ченнойѝуказаннымиѝлиниями.

2.1.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.2.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.3.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.4.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.5.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.6.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.7.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.8.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.9.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.10.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.11.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.12.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.13.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

x
2

y+( ) xd yd

D
∫∫ y x

2= x y
2=

x y
2

xd yd

D
∫∫ y x

2= y 2x=

x y+( ) xd yd

D
∫∫ y

2
x= y x=

x
2

y xd yd

D
∫∫ y 2 x–= y x= x 0≥

x
3 2y–( ) xd yd

D
∫∫ y x

2 1–= x 0≥ y 0≤

y x–( ) xd yd

D
∫∫ y x= y x

2=

1 y+( ) xd yd

D
∫∫ y

2
x= 5y x=

x y+( ) xd yd

D
∫∫ y x

2 1–= y – x
2 1+=

x y x–( ) xd yd

D
∫∫ y 5x= y x= x 3=

x 2–( )y xd yd

D
∫∫ y x= y

1
2
---x= x 2=

x y
2–( ) xd yd

D
∫∫ y x

2= y 1=

x
2

y xd yd

D
∫∫ y 2x

3= y 0= x 1=

x
2

y
2+( ) xd yd

D
∫∫ x y

2= x 1=

187

2.14.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.15.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.16.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.17.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.18.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.19.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.20.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.21.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.22.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.23.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.24.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.26.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.27.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.28.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.29.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ .

2.30.ѝ ,ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .

3.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл,ѝиспользуяѝполярныеѝко-

ординаты.ѝ

3.1.ѝ .

3.2.ѝ .

3.3.ѝ .

3.4.ѝ .

3.5.ѝ .

3.6.ѝ .
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3.7.ѝ .

3.8.ѝ .

3.9.ѝ .

3.10.ѝ .

3.11.ѝ .

3.12.ѝ .

3.13.ѝ .

3.14.ѝ .

3.15.ѝ .
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3.30.ѝ .
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заданнымиѝлиниями.ѝ
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4.6.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ9/2.)

4.7.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ16/3.)

4.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3/2.)

4.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ14/3.)

4.11.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.12.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

4.13.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

4.14.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.15.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ125/6.)

4.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ28/3.)

4.17.ѝ D:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

4.18.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ64/3.)

4.19.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.20.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ9.)

4.21.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ9/2.)

4.22.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3.)

4.23.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/2.)

4.24.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ125/6.)
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4.25.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ56/3.)
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4.30. D:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

5.ѝСѝпомощьюѝдвойныхѝинтеграловѝвычислитьѝвѝполяр-
ныхѝкоординатахѝплощадьѝплоскойѝфигуры,ѝограниченной
указаннымиѝлиниями.ѝ
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5.13.ѝ .ѝ 5.14.ѝ .

5.15.ѝ .ѝ 5.16.ѝ .ѝ

5.17.ѝ .ѝ 5.18.ѝ .ѝ

5.19.ѝ .ѝ

5.20.ѝ .ѝ

5.21.ѝ .ѝ

5.22.ѝ .ѝ

5.23.ѝ .ѝ

5.24.ѝ .ѝ

5.25.ѝ .ѝ 5.26.ѝ .ѝ

5.27.ѝ .ѝ 5.28.ѝ .ѝ

5.29.ѝ .ѝ 5.30.ѝ .ѝ

6.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝзаданнымиѝпо-
верхностями.ѝ

6.1.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

6.2.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ53/96.)

6.3.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ32.)
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝПредставитьѝдвойнойѝинтегралѝ ѝвѝвидеѝпо-

вторногоѝинтегралаѝсѝвнешнимѝинтегрированиемѝпоѝ хѝиѝвнеш-

нимѝинтегрированиемѝпоѝу,ѝеслиѝобластьѝDѝограниченаѝли-

ниямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

ОбластьѝDѝизображенаѝнаѝрис.ѝ13.31ѝиѝограниченаѝдугами

параболѝ ,ѝ ѝиѝпрямымиѝ ,ѝ .ѝСледо-

вательно,

.
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2.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтегралѝ ѝпоѝобласти

D,ѝограниченнойѝлиниямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ

Областьѝ Dѝ изображенаѝ наѝ рис.ѝ 13.32.ѝ Еслиѝ выбрать

внутреннееѝинтегрированиеѝпоѝу,ѝаѝвнешнееѝ–ѝпоѝх,ѝтоѝдвой-

нойѝ интегралѝпоѝ этойѝобластиѝ выразитсяѝ однимѝповторным

интегралом:ѝ

.

3.ѝВычислитьѝдвойнойѝинтеграл

Р и с .ѝ13.31 Р и с .ѝ13.32
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,

используяѝполярныеѝкоординаты.ѝНайтиѝегоѝчисловоеѝзначе-
ниеѝприѝR = 1.

Областьѝ интегрированияѝDѝ представляетѝ собойѝ четверть
круга,ѝрасположенногоѝвоѝвторомѝквадрантеѝ(рис.ѝ13.33).

Перейдемѝкѝполярнымѝкоординатамѝ ,ѝ ,

,ѝгдеѝ ;ѝ .ѝТогда

.

ПриѝR = 1ѝполучаем:

.

4.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линиями

ѝиѝ .
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Даннаяѝ плоскаяѝ фигураѝ снизуѝ ограниченаѝ параболой

,ѝсверхуѝ–ѝпрямойѝ ѝ(рис.ѝ13.34).ѝСледо-
вательно,

.

5.ѝ Сѝ помощьюѝ двойногоѝ интегралаѝ вычислитьѝ вѝ поляр-

ныхѝ координатахѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линией

.
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.ѝОнаѝизображенаѝвместеѝсѝограниченнойѝеюѝоб-
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D,ѝиѝпоэтомуѝсогласноѝформулеѝ(13.12)ѝ(случайѝ3;ѝсм.ѝтакже
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Даннаяѝ плоскаяѝ фигураѝ снизуѝ ограниченаѝ параболой

,ѝсверхуѝ–ѝпрямойѝ ѝ(рис.ѝ13.34).ѝСледо-
вательно,

.

5.ѝ Сѝ помощьюѝ двойногоѝ интегралаѝ вычислитьѝ вѝ поляр-

ныхѝ координатахѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линией

.

Уравнениеѝ линииѝ вѝ полярныхѝ координатахѝ имеетѝ вид

.ѝОнаѝизображенаѝвместеѝсѝограниченнойѝеюѝоб-
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6.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Данноеѝтелоѝограниченоѝсверхуѝпараболическимѝцилин-

дромѝ ѝ(рис.ѝ13.36),ѝпоэтому

,

,ѝ ,ѝ ѝприѝ ѝиѝ
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приѝ

.

ИДЗ-13.2

1.ѝРасставитьѝпределыѝинтегрированияѝвѝтройномѝинте-

гралеѝ ,ѝ еслиѝ областьѝVѝ ограниченаѝ указан-

нымиѝповерхностями.ѝНачертитьѝобластьѝинтегрирования.

1.1.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.2.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.3.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.4.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.5.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.6.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.7.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.8.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.12.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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6.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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приѝ

.

ИДЗ-13.2

1.ѝРасставитьѝпределыѝинтегрированияѝвѝтройномѝинте-

гралеѝ ,ѝ еслиѝ областьѝVѝ ограниченаѝ указан-

нымиѝповерхностями.ѝНачертитьѝобластьѝинтегрирования.
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1.8.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.12.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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1.14.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.15.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.16.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.17.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.18.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.19.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.20.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.21.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.22.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.23.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.24.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.25.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.26.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.27.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.28.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.29.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.30.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.ѝВычислитьѝданныеѝтройныеѝинтегралы.

2.1. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.
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2.2.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.3. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.4. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.5.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.6.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.7. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.8.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.9.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.10. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.11. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.12.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.13.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.14.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.15.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.16. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.17. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.18.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.20. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.
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.
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2.26.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.27. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.28. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.29. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.30.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

3.ѝ Вычислитьѝ тройнойѝ интегралѝ сѝ помощьюѝцилиндри-

ческихѝилиѝсферическихѝкоординат.ѝ

3.1. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.2. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.3. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.4. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)
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2.14.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.15.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.16. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.17. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.18.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.19.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.20. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.21. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.22.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.23.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.24.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.25.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .
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2.26.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.27. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.28. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.29. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.

2.30.ѝ ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

3.ѝ Вычислитьѝ тройнойѝ интегралѝ сѝ помощьюѝцилиндри-

ческихѝилиѝсферическихѝкоординат.ѝ

3.1. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.2. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.3. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.4. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)
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3.5. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.6. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.9. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10. ,ѝ V:ѝ ,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

3.11. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ81.)

3.12. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ4/3.)
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3.13. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ1472/45.)

3.14. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ4/5.)

3.15. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ2048/5.)

3.16. ,ѝV:ѝѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ128/45.)

3.17. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ24.)

3.19. ,ѝ V:ѝ ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.20. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.5. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.6. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.9. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10. ,ѝ V:ѝ ,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)

3.11. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ81.)

3.12. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ4/3.)
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3.13. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ1472/45.)

3.14. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ4/5.)

3.15. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ2048/5.)

3.16. ,ѝV:ѝѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ128/45.)

3.17. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ24.)

3.19. ,ѝ V:ѝ ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.20. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.21. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.22. ,ѝV:ѝ ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ64/45.)

3.23. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24. ,ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ64/3.)

3.25. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.26. ,ѝ V:ѝ ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ8.)

3.27. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.28. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)
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3.29. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.30. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝСѝпомощьюѝтройногоѝинтегралаѝвычислитьѝобъемѝтела,
ограниченногоѝуказаннымиѝповерхностями.ѝСделатьѝчертеж.ѝ

4.1.ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ512/15.)

4.2.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.3.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.4.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

4.5.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ98/3.)

4.6.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.7.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ32.)

4.8.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

118/3.)

4.9.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ176/15.)

4.10.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

1053/2.)

4.11.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ128.)

4.12.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)
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3.29. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.30. ,ѝ V:ѝ ,ѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝСѝпомощьюѝтройногоѝинтегралаѝвычислитьѝобъемѝтела,
ограниченногоѝуказаннымиѝповерхностями.ѝСделатьѝчертеж.ѝ
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4.13.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ54.)

4.14.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.15.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ36.)

4.16.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)
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4.22.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.23.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.24.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

4.25.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.26.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

1/162.)

4.27.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ2/3.)

4.28.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/5.)

4.29.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:
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4.30.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ512/15.)
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝРасставитьѝпределыѝинтегрированияѝвѝтройномѝинтегра-

леѝ ,ѝеслиѝобластьѝVѝограниченаѝповерхнос-

тямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝНачертитьѝобластьѝинте-

грирования.

Согласноѝформулеѝ(13.23)ѝимеем:ѝ

.

Областьѝинтегрированияѝизображенаѝнаѝрис.ѝ13.37.

2.ѝ Вычислитьѝ ,ѝ еслиѝ V:ѝ ,

,ѝ .

ДляѝданнойѝобластиѝVѝ(рис.ѝ13.38)ѝнаѝоснованииѝформулы

(13.24)ѝполучаем:
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3.ѝВычислитьѝтройнойѝинтегралѝ ѝпоѝоблас-

ти,ѝрасположеннойѝвѝпервомѝоктантеѝиѝограниченнойѝплос-

костямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝконусомѝ ,ѝс

помощьюѝцилиндрическихѝкоординат.ѝ
Наѝрис.ѝ13.39ѝизображенаѝобластьѝинтегрированияѝVѝиѝее

проекцияѝDѝнаѝплоскостьѝОху.
Перейдяѝкѝцилиндрическимѝкоординатамѝ ѝпоѝфор-

муламѝ (13.26),ѝ вѝ которыхѝ дляѝ даннойѝ областиѝ ,
,ѝ ,ѝполучим:

,ѝ ,
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4.ѝСѝпомощьюѝтройногоѝинтегралаѝвычислитьѝобъемѝтела,
ограниченногоѝ указаннымиѝ поверхностями:ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .

Уравнениеѝ ѝ определяетѝ параболоидѝ враще-
ния,ѝостальныеѝповерхностиѝ–ѝплоскости.ѝИскомоеѝтелоѝизо-
браженоѝнаѝрис.ѝ13.40.ѝЕгоѝобъемѝvѝвычисляемѝвѝсоответствии
сѝформуламиѝ(13.21)ѝиѝ(13.23):

.
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ИДЗ-13.3

1.ѝВычислитьѝмассуѝнеоднороднойѝпластиныѝD,ѝограничен-
нойѝ заданнымиѝ линиями,ѝ еслиѝ поверхностнаяѝ плотностьѝ в

каждойѝееѝточкеѝ .

1.1.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/12.)

1.3.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1.)

1.4.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.5.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ7/12.)

1.6.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.7.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ256/15.)

1.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/15.)

1.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/9.)

1.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ68/15.)

1.11.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ14/5.)

1.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ11/4.)

1.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ752/3.)

1.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/4.)

1.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ32/15.)

1.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ51/60.)

1.17.ѝ D:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

1.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:
65/12.)

1.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ104.)

1.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

μ μ x ,ѝy( )=

y
2

x= x 3= μ x= 36 3 5⁄

x 0= y 0= x y+ 1= μ x
2=

x 0= y 0= 2x 3y+ 6= μ y
2 2⁄=

x
2

y
2+ 4x= μ 4 x–= 8π

x 0= y 1= y x= μ x
2 2y

2+=

x
2

y
2+ 1= μ 2 x– y–= 2π

x
2

y
2+ 4y= μ 4 y–=

y x= y x–= y 1= μ 1 y–=
x 0= y 2x= x y+ 2= μ 2 x– y–=

x 1= x y
2= μ 4 x– y–=

y 0= x
2 1 y–= μ 3 x– y–=

y x
2= x y

2= μ 3x 2y 6+ +=

y x
2= y 4= μ 2x 5y 10+ +=

x 0= y 0= x y+ 1= μ 2x
2

y
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x 0= y
2 1 x–= μ 2 x– y–=

y x= y x= μ 2 x– y–=

y x
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2 2y
2 1+ +=

264 2 35⁄
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2=

x 0≥ y 0≥ x
2

y
2+ 4= μ 4 x
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1.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

1.23.ѝ D:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:
351/6.)

1.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ45.)

1.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ118/3.)

1.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ152/3.)

1.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ11/30.)

1.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:
32/3.)

1.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ43/96.)

1.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

2.ѝ Вычислитьѝ статическийѝмоментѝ однороднойѝ пластины
D,ѝограниченнойѝданнымиѝлиниями,ѝотносительноѝуказанной
оси,ѝиспользовавѝполярныеѝкоординаты.

2.1.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.2.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.3.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.4.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.5.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.6.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.7.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

y x
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y
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y x
2 1+= x y+ 3= μ 4x 5y 2+ +=
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ИДЗ-13.3

1.ѝВычислитьѝмассуѝнеоднороднойѝпластиныѝD,ѝограничен-
нойѝ заданнымиѝ линиями,ѝ еслиѝ поверхностнаяѝ плотностьѝ в

каждойѝееѝточкеѝ .

1.1.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.2.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/12.)

1.3.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1.)

1.4.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.5.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ7/12.)

1.6.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.7.ѝD:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ256/15.)

1.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/15.)

1.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ4/9.)

1.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ68/15.)

1.11.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ14/5.)

1.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ11/4.)

1.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ752/3.)

1.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/4.)

1.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ32/15.)

1.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ51/60.)

1.17.ѝ D:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

1.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:
65/12.)

1.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ104.)

1.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

μ μ x ,ѝy( )=

y
2

x= x 3= μ x= 36 3 5⁄

x 0= y 0= x y+ 1= μ x
2=

x 0= y 0= 2x 3y+ 6= μ y
2 2⁄=
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y
2+ 4x= μ 4 x–= 8π
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2 2y

2+=
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y
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2= μ 3x 2y 6+ +=

y x
2= y 4= μ 2x 5y 10+ +=

x 0= y 0= x y+ 1= μ 2x
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2 1 x–= μ 2 x– y–=
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y x
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2 1+ +=

264 2 35⁄

x 1= y 0= y x= μ x
2 2y
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2=
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2–= 3π
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1.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

1.23.ѝ D:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:
351/6.)

1.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ45.)

1.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ118/3.)

1.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ152/3.)

1.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ11/30.)

1.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:
32/3.)

1.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ43/96.)

1.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

2.ѝ Вычислитьѝ статическийѝмоментѝ однороднойѝ пластины
D,ѝограниченнойѝданнымиѝлиниями,ѝотносительноѝуказанной
оси,ѝиспользовавѝполярныеѝкоординаты.

2.1.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.2.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.3.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.4.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.5.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.6.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.7.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.8.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.9.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.
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2 2a y+ + 0= x y– 0≥
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2 2a y+ + 0≤ x 0≥
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2.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.11.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.17.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.23.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,
занимающегоѝобластьѝV,ѝ ограниченнуюѝуказаннымиѝповерх-
ностями.ѝ

3.1.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(6,ѝ0,ѝ0).)
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3.2.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
27/4,ѝ0).)

3.3.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(56/3,ѝ0,ѝ0).)

3.4.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ6).)

3.5.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,ѝ0,

10/3).)

3.6.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(27/4,
0,ѝ0).)

3.7.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ64/3).)

3.8.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ27/4,ѝ0).)

3.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ4/27,ѝ0).)

3.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,
1/4).)

3.11.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ16/3,ѝ0).)

3.12.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/8,ѝ0,ѝ0).)

3.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (2/3,
0,ѝ0).)

3.14.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
3/8,ѝ0).)

3.15.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(4/3,ѝ0,ѝ0).)

3.16.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ27).)

3.17.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ9).)

3.18.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/2,
0,ѝ0).)

3.19.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ6,ѝ0).)
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2.10.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.11.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.12.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.13.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.14.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.15.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.16.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.17.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.18.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.19.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.20.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.21.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.22.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.23.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.24.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.25.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.26.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.27.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.28.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

2.29.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOy.

2.30.ѝD:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.

3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,
занимающегоѝобластьѝV,ѝ ограниченнуюѝуказаннымиѝповерх-
ностями.ѝ

3.1.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(6,ѝ0,ѝ0).)
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3.2.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
27/4,ѝ0).)

3.3.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(56/3,ѝ0,ѝ0).)

3.4.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ6).)

3.5.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,ѝ0,

10/3).)

3.6.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(27/4,
0,ѝ0).)

3.7.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ64/3).)

3.8.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ27/4,ѝ0).)

3.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ4/27,ѝ0).)

3.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,
1/4).)

3.11.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ16/3,ѝ0).)

3.12.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/8,ѝ0,ѝ0).)

3.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (2/3,
0,ѝ0).)

3.14.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
3/8,ѝ0).)

3.15.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(4/3,ѝ0,ѝ0).)

3.16.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ27).)

3.17.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ9).)

3.18.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/2,
0,ѝ0).)

3.19.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ6,ѝ0).)
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3.20.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(15,ѝ0,ѝ0).)

3.21.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ10/3,ѝ0).)

3.22.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
9/2,ѝ0).)

3.23.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(6,ѝ0,ѝ0).)

3.24.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ3,ѝ0).)

3.25.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3,ѝ0,ѝ0).)

3.26.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/4,
3/4,ѝ3/4).)

3.27.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,
9/4).)

3.28.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ2).)

3.29.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ3).)

3.30.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ4/3).)

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝуказаннойѝоси
координатѝоднородногоѝтела,ѝ занимающегоѝобластьѝV,ѝограни-

ченнуюѝ даннымиѝ поверхностями.ѝ Плотностьѝ телаѝ ѝ принять
равнойѝ1.ѝ

4.1.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.2.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.3.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.4.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.5.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.6.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.7.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.8.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

x 5 y
2

z
2+= x 20=

y x
2

z
2+= x

2
z
2+ 10= y 0=

y 3 x
2

z
2+= x

2
z
2+ 16= y 0=

y
2

z
2+ 3x= x 9=

y x
2

z
2+= y 4=

x y
2

z
2+= y

2
z
2+ 9= x 0=

x 0= y 0= z 0= x y z+ + 3=

z 2 x
2

y
2+= x

2
y

2+ 9= z 0=

x
2

y
2+ 2z= z 3=

z x
2

y
2+= z 4=

z x
2

y
2+= x

2
y

2+ 4= z 0=

δ

y
2

x
2

z
2+= y 4= 512π 5⁄

x y
2

z
2+= x 2= 4π 3⁄

y
2

x
2

z
2+= y 2= 16π 5⁄

x y
2

z
2+= x 9= 243π 2⁄

x
2

y
2

z
2+= x 2= 16π 5⁄

y x
2

z
2+= y 2= 4π 3⁄

x
2

y
2

z
2+= x 3= 243π 10⁄

x y
2

z
2+= x 3= 9π 2⁄

y 2 x
2

z
2+= y 2= π 5⁄

219

4.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.11.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ Ox.ѝ (Ответ:

.)

4.12.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.14.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.15.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ Oy.ѝ (Ответ:

.)

4.16.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.17.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.18.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.19. V: ,ѝ ,ѝ ,ѝ Ox.ѝ (Ответ:

.)

4.20. V: ,ѝ ,ѝ ,ѝ Oz.ѝ (Ответ:

.)

4.21.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.22.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.23.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.24.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.25.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.26.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.27.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.28.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.29.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.30.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.20.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(15,ѝ0,ѝ0).)

3.21.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ10/3,ѝ0).)

3.22.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:ѝ (0,
9/2,ѝ0).)

3.23.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(6,ѝ0,ѝ0).)

3.24.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ3,ѝ0).)

3.25.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3,ѝ0,ѝ0).)

3.26.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(3/4,
3/4,ѝ3/4).)

3.27.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,
9/4).)

3.28.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ2).)

3.29.ѝV:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ3).)

3.30.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ4/3).)

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝуказаннойѝоси
координатѝоднородногоѝтела,ѝ занимающегоѝобластьѝV,ѝограни-

ченнуюѝ даннымиѝ поверхностями.ѝ Плотностьѝ телаѝ ѝ принять
равнойѝ1.ѝ

4.1.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.2.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.3.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.4.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.5.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.6.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.7.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.8.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.9.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)
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4.10.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.11.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ Ox.ѝ (Ответ:

.)

4.12.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.13.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.14.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.15.ѝ V:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ Oy.ѝ (Ответ:

.)

4.16.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.17.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.18.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.19. V: ,ѝ ,ѝ ,ѝ Ox.ѝ (Ответ:

.)

4.20. V: ,ѝ ,ѝ ,ѝ Oz.ѝ (Ответ:

.)

4.21.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.22.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.23.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.24.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.25.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.26.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.27.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.28.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOx.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.29.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOy.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.30.ѝV:ѝ ,ѝ ,ѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝВычислитьѝмассуѝmѝнеоднороднойѝпластиныѝD,ѝограни-

ченнойѝ линиямиѝ ,ѝ ,ѝ еслиѝ поверхностная

плотностьѝвѝкаждойѝееѝточкеѝ .
Дляѝвычисленияѝмассыѝmѝплоскойѝпластиныѝзаданнойѝпо-

верхностнойѝплотностьюѝ ѝвоспользуемсяѝфизическимѝсмыс-
ломѝдвойногоѝинтегралаѝ(см.ѝ§ѝ13.1,ѝ свойствоѝ2)ѝиѝформулой

ѝ(областьѝинтегрированияѝDѝизображе-

наѝнаѝрис.ѝ13.41).ѝЭтоѝпозволитѝлегкоѝпредставитьѝзаписанный
двойнойѝинтегралѝѝвѝвидеѝповторного:

.

2.ѝВычислитьѝстатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОуѝодно-

роднойѝпластиныѝD,ѝограниченнойѝлиниямиѝ ,

,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.42),ѝиспользовав
полярныеѝ координаты.ѝ Поверхностнаяѝ плотностьѝ пластины

.
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СтатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОуѝданнойѝплас-
тиныѝопределяетсяѝпоѝформулеѝ(13.17).ѝВѝполярнойѝсистеме
координатѝ областьѝ Dѝ преобразуетсяѝ вѝ областьѝ :

,ѝ .ѝТогда

.

3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,
занимающегоѝ областьѝ V,ѝ ограниченнуюѝ поверхностями

,ѝ .

Данноеѝ телоѝ симметричноѝ относительноѝ осиѝ Оу
(рис.ѝ13.43),ѝпоэтомуѝ ,ѝаѝ

.

D′
a ϕcos ρ 2a ϕcos≤ ≤ π– 4⁄ ϕ π 4⁄≤ ≤

My 2ρ ϕcos ρ⋅ ρd ϕd

D ′
∫∫ 2 ϕcos ϕ ρ2 ρd

a ϕcos

2a ϕcos

∫d

π– 4⁄

π 4⁄

∫= = =

2 ϕcos

π– 4⁄

π 4⁄

∫
ρ3

3
-----

a ϕcos

2a ϕcos

dϕ⋅ 2 7a
3

3
--------- ϕ4cos ϕd

π– 4⁄

π 4⁄

∫⋅= = =

28
3
------a

3 1 2ϕcos+( )2

4
-------------------------------- ϕd

0

π 4⁄

∫= =

7
3
---a

3 1 2 2ϕcos 2ϕ2cos+ +( ) ϕd

0

π 4⁄

∫
7a

3

3
---------((ϕ+= =

2ϕ)ѝ 0
π 4⁄sin 1

2
--- 1

2
--- 4ϕcos+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ρ)d

0

π 4⁄

∫+ + =

7
3
---a

3 3
8
---π 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞=

y
1
2
--- x

2
z
2+= y 2=

xC zC 0= =

yC y xd yd zѝ/ xd yd zd

V
∫∫∫d

V
∫∫∫=

Р и с .ѝ13.43



220

Решениеѝтиповогоѝварианта
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роднойѝпластиныѝD,ѝограниченнойѝлиниямиѝ ,

,ѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ13.42),ѝиспользовав
полярныеѝ координаты.ѝ Поверхностнаяѝ плотностьѝ пластины

.
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СтатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОуѝданнойѝплас-
тиныѝопределяетсяѝпоѝформулеѝ(13.17).ѝВѝполярнойѝсистеме
координатѝ областьѝ Dѝ преобразуетсяѝ вѝ областьѝ :

,ѝ .ѝТогда

.

3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,
занимающегоѝ областьѝ V,ѝ ограниченнуюѝ поверхностями

,ѝ .

Данноеѝ телоѝ симметричноѝ относительноѝ осиѝ Оу
(рис.ѝ13.43),ѝпоэтомуѝ ,ѝаѝ

.
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Переходимѝ кѝ цилиндрическимѝ координатамѝ поѝформу-

лам,ѝаналогичнымѝформуламѝ(13.26):ѝ ,ѝ ,

.ѝТогда

,

.

Следовательно,ѝ

иѝцентрѝмассѝСѝ(0,ѝ3/2,ѝ0).

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОуѝодно-

родногоѝтелаѝ(плотностьѝ ),ѝзанимающегоѝобластьѝV,

ограниченнуюѝ поверхностьюѝ ѝ иѝ плоскостью

.

Согласноѝформуламѝ(13.18)ѝискомыйѝмоментѝинерции

.

x ρ ϕcos= z ρ ϕsin=

y y=

y xd yd zѝd

V
∫∫∫ yρ ρd ϕd yd

V ′
∫∫∫ ϕ ρ ρ y yd

ρ 2⁄

2

∫d

0

4

∫d

0

2π

∫= = =

1
2
--- ϕ ρ 4 1

4
---ρ2–⎝ ⎠

⎛ ⎞ ρd

0

4

∫d

0

2π

∫
1
2
--- 2ρ2 ρ4

16
------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

4

ϕd

0

2π

∫= = =

1
2
--- 16ϕѝ 0

2π⋅ 16π= =

xd yd zѝd

V
∫∫∫ ρ ϕd ρd yd

V ′
∫∫∫ ϕ ρ ρ yd

ρ 2⁄

2

∫d

0

4

∫d

0

2π

∫= = =

ϕ ρ 2 1
2
---ρ–⎝ ⎠

⎛ ⎞ ρd

0

4

∫d

0

2π

∫ ρ2 1
6
---ρ3–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

4

ϕd

0

2π

∫= = =

ϕѝ 0
2π 16

3
------⋅ 32

3
------π= =

yC
16π 3⋅

32π
----------------- 3

2
---= =

δ const=

y 5 x
2– z

2–=
y 1=

Iy δ x ,ѝy ,ѝz( ) x
2

z
2+( ) xd yd zd

V
∫∫∫ δ x

2
z
2+( ) xd yd zd

V
∫∫∫= =

223

(ОбластьѝVѝизображенаѝнаѝрис.ѝ13.44.)

Переходимѝкѝцилиндрическимѝкоординатамѝпоѝформулам
,ѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ

.

13.7.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ13

1.ѝДоказатьѝравенства:

,

еслиѝ областьѝ Dѝ определяетсяѝ неравенствамиѝ ,ѝ ,

.
2.ѝИспользовавѝполярныеѝкоординаты,ѝвычислить

,

гдеѝобластьѝDѝ–ѝлепестокѝлемнискатыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

Р и с .ѝ13.44
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Переходимѝ кѝ цилиндрическимѝ координатамѝ поѝформу-

лам,ѝаналогичнымѝформуламѝ(13.26):ѝ ,ѝ ,

.ѝТогда

,

.

Следовательно,ѝ

иѝцентрѝмассѝСѝ(0,ѝ3/2,ѝ0).

4.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОуѝодно-

родногоѝтелаѝ(плотностьѝ ),ѝзанимающегоѝобластьѝV,

ограниченнуюѝ поверхностьюѝ ѝ иѝ плоскостью

.

Согласноѝформуламѝ(13.18)ѝискомыйѝмоментѝинерции

.
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(ОбластьѝVѝизображенаѝнаѝрис.ѝ13.44.)

Переходимѝкѝцилиндрическимѝкоординатамѝпоѝформулам
,ѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ

.

13.7.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ13

1.ѝДоказатьѝравенства:

,

еслиѝ областьѝ Dѝ определяетсяѝ неравенствамиѝ ,ѝ ,

.
2.ѝИспользовавѝполярныеѝкоординаты,ѝвычислить

,

гдеѝобластьѝDѝ–ѝлепестокѝлемнискатыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

Р и с .ѝ13.44
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3.ѝПостроитьѝобласть,ѝплощадьѝкоторойѝвыражаетсяѝинтеграломѝ

.

4. Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линией

.ѝ(Ответ:ѝ6.)

5. Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ кривыми

ѝ иѝ .ѝ (Ответ:

.)

6. Вѝкакомѝотношенииѝгиперболоидѝ ѝделит

объемѝшараѝ ?ѝ(Ответ:ѝ .)
7. Доказать,ѝчтоѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

ѝиѝ ,ѝравенѝ .
8. Вычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝпласти-

ны,ѝ ограниченнойѝ кардиоидойѝ .ѝ (Ответ:

.)

9. ВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОхѝодно-

роднойѝ пластины,ѝ ограниченнойѝ кривойѝ .

(Ответ:ѝ .)
10. Вычислитьѝ

,

преобразовавѝегоѝпредварительноѝкѝцилиндрическимѝкоорди-

натам.ѝ(Ответ:ѝ .)
11. Вычислитьѝ

,

преобразовавѝ егоѝ предварительноѝ кѝ сферичeскимѝ координа-

там.ѝ(Ответ:ѝ .)
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12.ѝВычислитьѝмассуѝтела,ѝограниченногоѝпрямымѝкруговым
цилиндромѝрадиусомѝRѝиѝвысотойѝН,ѝеслиѝегоѝплотностьѝвѝлю-
бойѝточкеѝчисленноѝравнаѝквадратуѝрасстоянияѝотѝэтойѝточкиѝдо

центраѝоснованияѝцилиндра.ѝ(Ответ:ѝ .)

13.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,

ограниченногоѝ поверхностямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ(14/15,ѝ26/15,ѝ8/3).)
14.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,

ограниченногоѝ поверхностямиѝ ѝ иѝ .
(Ответ:ѝ(–1/2,ѝ–1/2,ѝ5/6.).

15.ѝНайтиѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоорди-

натѝоднородногоѝтела,ѝограниченногоѝконусомѝ ѝи

сферойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
16.ѝНайтиѝмоментѝинерцииѝотносительноѝдиаметраѝоснова-

нияѝкруговогоѝконуса,ѝвысотаѝкоторогоѝН,ѝрадиусѝоснованияѝR

иѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

17.ѝПоказать,ѝчтоѝсилаѝпритяжения,ѝдействующаяѝсоѝсторо-
ныѝоднородногоѝшараѝнаѝ внешнююѝматериальнуюѝ точку,ѝ не
изменится,ѝеслиѝвсюѝмассуѝшараѝсосредоточитьѝвѝегоѝцентре.

18.ѝДаноѝоднородноеѝтело,ѝограниченноеѝдвумяѝконцентри-
ческимиѝ сферами.ѝ Доказать,ѝ чтоѝ силаѝ притяженияѝ данным
сферическимѝслоемѝточки,ѝнаходящейсяѝвоѝвнутреннейѝполос-
тиѝтела,ѝравнаѝнулю.

19.ѝВычислитьѝмассуѝполушараѝрадиусомѝR,ѝеслиѝплотность
распределенияѝмассыѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝпропорциональнаѝ(kѝ–
коэффициентѝпропорциональности)ѝрасстояниюѝотѝнееѝдоѝне-
которойѝ точкиѝ Оѝ наѝ границеѝ основанияѝ полушара.ѝ (Ответ:

.)
20.ѝВычислитьѝобъемѝобщейѝчастиѝшараѝрадиусомѝRѝиѝкру-

говогоѝцилиндраѝрадиусомѝR/2ѝприѝусловии,ѝчтоѝцентрѝшара

лежитѝнаѝповерхностиѝцилиндра.ѝ(Ответ:ѝ .)

21.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ частиѝ сферическойѝ поверхности
радиусомѝ R,ѝ котораяѝ высекаетсяѝ круговойѝ цилиндрической
поверхностьюѝрадиусомѝR/2ѝприѝусловии,ѝчтоѝцентрѝсферыѝле-

житѝнаѝцилиндрическойѝповерхности.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.ѝПостроитьѝобласть,ѝплощадьѝкоторойѝвыражаетсяѝинтеграломѝ

.

4. Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ линией

.ѝ(Ответ:ѝ6.)

5. Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ кривыми

ѝ иѝ .ѝ (Ответ:

.)

6. Вѝкакомѝотношенииѝгиперболоидѝ ѝделит

объемѝшараѝ ?ѝ(Ответ:ѝ .)
7. Доказать,ѝчтоѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностями

ѝиѝ ,ѝравенѝ .
8. Вычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝпласти-

ны,ѝ ограниченнойѝ кардиоидойѝ .ѝ (Ответ:

.)

9. ВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОхѝодно-

роднойѝ пластины,ѝ ограниченнойѝ кривойѝ .

(Ответ:ѝ .)
10. Вычислитьѝ

,

преобразовавѝегоѝпредварительноѝкѝцилиндрическимѝкоорди-

натам.ѝ(Ответ:ѝ .)
11. Вычислитьѝ

,

преобразовавѝ егоѝ предварительноѝ кѝ сферичeскимѝ координа-

там.ѝ(Ответ:ѝ .)
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12.ѝВычислитьѝмассуѝтела,ѝограниченногоѝпрямымѝкруговым
цилиндромѝрадиусомѝRѝиѝвысотойѝН,ѝеслиѝегоѝплотностьѝвѝлю-
бойѝточкеѝчисленноѝравнаѝквадратуѝрасстоянияѝотѝэтойѝточкиѝдо

центраѝоснованияѝцилиндра.ѝ(Ответ:ѝ .)

13.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,

ограниченногоѝ поверхностямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ(14/15,ѝ26/15,ѝ8/3).)
14.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднородногоѝтела,

ограниченногоѝ поверхностямиѝ ѝ иѝ .
(Ответ:ѝ(–1/2,ѝ–1/2,ѝ5/6.).

15.ѝНайтиѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоорди-

натѝоднородногоѝтела,ѝограниченногоѝконусомѝ ѝи

сферойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
16.ѝНайтиѝмоментѝинерцииѝотносительноѝдиаметраѝоснова-

нияѝкруговогоѝконуса,ѝвысотаѝкоторогоѝН,ѝрадиусѝоснованияѝR

иѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

17.ѝПоказать,ѝчтоѝсилаѝпритяжения,ѝдействующаяѝсоѝсторо-
ныѝоднородногоѝшараѝнаѝ внешнююѝматериальнуюѝ точку,ѝ не
изменится,ѝеслиѝвсюѝмассуѝшараѝсосредоточитьѝвѝегоѝцентре.

18.ѝДаноѝоднородноеѝтело,ѝограниченноеѝдвумяѝконцентри-
ческимиѝ сферами.ѝ Доказать,ѝ чтоѝ силаѝ притяженияѝ данным
сферическимѝслоемѝточки,ѝнаходящейсяѝвоѝвнутреннейѝполос-
тиѝтела,ѝравнаѝнулю.

19.ѝВычислитьѝмассуѝполушараѝрадиусомѝR,ѝеслиѝплотность
распределенияѝмассыѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝпропорциональнаѝ(kѝ–
коэффициентѝпропорциональности)ѝрасстояниюѝотѝнееѝдоѝне-
которойѝ точкиѝ Оѝ наѝ границеѝ основанияѝ полушара.ѝ (Ответ:

.)
20.ѝВычислитьѝобъемѝобщейѝчастиѝшараѝрадиусомѝRѝиѝкру-

говогоѝцилиндраѝрадиусомѝR/2ѝприѝусловии,ѝчтоѝцентрѝшара

лежитѝнаѝповерхностиѝцилиндра.ѝ(Ответ:ѝ .)

21.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ частиѝ сферическойѝ поверхности
радиусомѝ R,ѝ котораяѝ высекаетсяѝ круговойѝ цилиндрической
поверхностьюѝрадиусомѝR/2ѝприѝусловии,ѝчтоѝцентрѝсферыѝле-

житѝнаѝцилиндрическойѝповерхности.ѝ(Ответ:ѝ .)
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14.ѝКРИВОЛИНЕЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ

14.1.ѝКРИВОЛИНЕЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫѝ
ИѝИХѝВЫЧИСЛЕНИЕ

Криволинейныеѝинтегралыѝпервогоѝрода

(поѝдлинеѝдуги).ѝПустьѝвѝпространствеѝ ѝза-

данаѝ гладкаяѝ дугаѝ ѝ кривойѝ L,ѝ воѝ всех

точкахѝ которойѝ определенаѝ непрерывная
функцияѝ .ѝ Дугуѝ ѝ произ-

вольнымѝ образомѝ разобьемѝ наѝ nѝ частейѝ

длинойѝ .ѝВѝкаждойѝэлементар-

нойѝчастиѝ ѝвыберемѝпроизвольнуюѝточку

ѝ(рис.ѝ14.1)ѝиѝсоставимѝинтегральнуюѝсумму:

.

Тогдаѝ пределѝ ѝ всегдаѝ существует.ѝ Онѝ называетсяѝ криволинейным

интеграломѝпервогоѝродаѝилиѝкриволинейнымѝинтеграломѝпоѝдлинеѝдугиѝ ѝот

функцииѝ ѝиѝобозначаетсяѝ .

Такимѝобразом,ѝпоѝопределениюѝ

.

ЕслиѝкриваяѝLѝлежитѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝвдольѝэтойѝкривойѝзаданаѝнепре-
рывнаяѝфункцияѝ ,ѝто

. (14.1)

Вѝслучае,ѝкогдаѝгладкаяѝкриваяѝLѝзаданаѝвѝпространствеѝ ѝпараметриче-

скимиѝуравнениямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝпараметрѝtѝизменяетсяѝмо-

Р и с .ѝ14.1

R
3

LA B

u f x ,ѝy ,ѝz( )= LA B

li

Δli ѝ i 1,ѝn=( )

li

Mi xi ,ѝyi ,ѝzi( )

In f xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δ li

i 1=

n

∑=

InΔli 0→
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LA B

f x ,ѝy ,ѝz( ) f x ,ѝy ,ѝz( ) ld

LA B

∫

f x ,ѝy ,ѝz( ) ld
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i 1=

n
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f x ,ѝy( )
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L A B

∫ ѝ f xi ,ѝyi( )Δ li

i 1=

n

∑maxΔ li 0→
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R
3
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нотонноѝнаѝотрезкеѝ ѝ ѝприѝперемещенииѝпоѝкривойѝLѝизѝточкиѝА
вѝточкуѝВ,ѝвернаѝформулаѝдляѝвычисленияѝкриволинейногоѝинтеграла

,ѝ ,ѝ . (14.2)

Вѝслучаеѝплоскойѝкривойѝформулаѝ(14.2)ѝупрощается:

,ѝ . (14.3)

Еслиѝуравнениеѝплоскойѝкривойѝ ѝзаданоѝвѝполярныхѝкоордина-

тахѝ ,ѝфункцияѝ ѝиѝееѝпроизводнаяѝ ѝнепрерывны,ѝтоѝимеет
местоѝчастныйѝслучайѝформулыѝ(14.3),ѝгдеѝвѝкачествеѝпараметраѝtѝвзятѝполяр-
ныйѝуголѝ :

,ѝ (14.4)

( ѝиѝ ѝ–ѝзначенияѝ ,ѝопределяющиеѝнаѝкривойѝточкиѝАѝиѝВ).

Еслиѝплоскаяѝкриваяѝзаданаѝнепрерывнойѝиѝнепрерывноѝдифференциру-
емойѝнаѝ ѝфункциейѝ ,ѝгдеѝаѝиѝbѝ–ѝабсциссыѝточекѝАѝиѝВ,ѝто

. (14.5)

Итак,ѝвоѝвсехѝслучаяхѝвычислениеѝкриволинейногоѝинтегралаѝпервогоѝро-
даѝсводитсяѝкѝвычислениюѝопределенногоѝинтеграла.

Примерѝ1.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝкони-

ческойѝвинтовойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Находим:

.

Тогда

.

α;ѝβ[ ] α β<( )

f x ,ѝy ,ѝz( ) ld

LA B

∫ ѝ f x ( t( )

α

β

∫= y t( ) z t( )) x ′ t( )( )2
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14.ѝКРИВОЛИНЕЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ

14.1.ѝКРИВОЛИНЕЙНЫЕѝИНТЕГРАЛЫѝ
ИѝИХѝВЫЧИСЛЕНИЕ

Криволинейныеѝинтегралыѝпервогоѝрода

(поѝдлинеѝдуги).ѝПустьѝвѝпространствеѝ ѝза-

данаѝ гладкаяѝ дугаѝ ѝ кривойѝ L,ѝ воѝ всех

точкахѝ которойѝ определенаѝ непрерывная
функцияѝ .ѝ Дугуѝ ѝ произ-

вольнымѝ образомѝ разобьемѝ наѝ nѝ частейѝ

длинойѝ .ѝВѝкаждойѝэлементар-

нойѝчастиѝ ѝвыберемѝпроизвольнуюѝточку

ѝ(рис.ѝ14.1)ѝиѝсоставимѝинтегральнуюѝсумму:

.

Тогдаѝ пределѝ ѝ всегдаѝ существует.ѝ Онѝ называетсяѝ криволинейным

интеграломѝпервогоѝродаѝилиѝкриволинейнымѝинтеграломѝпоѝдлинеѝдугиѝ ѝот

функцииѝ ѝиѝобозначаетсяѝ .

Такимѝобразом,ѝпоѝопределениюѝ

.

ЕслиѝкриваяѝLѝлежитѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝвдольѝэтойѝкривойѝзаданаѝнепре-
рывнаяѝфункцияѝ ,ѝто

. (14.1)

Вѝслучае,ѝкогдаѝгладкаяѝкриваяѝLѝзаданаѝвѝпространствеѝ ѝпараметриче-

скимиѝуравнениямиѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝпараметрѝtѝизменяетсяѝмо-
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R
3

LA B

u f x ,ѝy ,ѝz( )= LA B

li

Δli ѝ i 1,ѝn=( )

li

Mi xi ,ѝyi ,ѝzi( )

In f xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δ li

i 1=

n

∑=

InΔli 0→
lim

LA B

f x ,ѝy ,ѝz( ) f x ,ѝy ,ѝz( ) ld

LA B

∫

f x ,ѝy ,ѝz( ) ld

LA B

∫ ѝѝ f xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δ li

i 1=

n

∑maxΔli 0→
lim=

f x ,ѝy( )

f x ,ѝy( ) ld

L A B

∫ ѝ f xi ,ѝyi( )Δ li

i 1=

n

∑maxΔ li 0→
lim=

R
3

x x t( )= y y t( )= z z t( )=

227

нотонноѝнаѝотрезкеѝ ѝ ѝприѝперемещенииѝпоѝкривойѝLѝизѝточкиѝА
вѝточкуѝВ,ѝвернаѝформулаѝдляѝвычисленияѝкриволинейногоѝинтеграла

,ѝ ,ѝ . (14.2)

Вѝслучаеѝплоскойѝкривойѝформулаѝ(14.2)ѝупрощается:

,ѝ . (14.3)

Еслиѝуравнениеѝплоскойѝкривойѝ ѝзаданоѝвѝполярныхѝкоордина-

тахѝ ,ѝфункцияѝ ѝиѝееѝпроизводнаяѝ ѝнепрерывны,ѝтоѝимеет
местоѝчастныйѝслучайѝформулыѝ(14.3),ѝгдеѝвѝкачествеѝпараметраѝtѝвзятѝполяр-
ныйѝуголѝ :

,ѝ (14.4)

( ѝиѝ ѝ–ѝзначенияѝ ,ѝопределяющиеѝнаѝкривойѝточкиѝАѝиѝВ).

Еслиѝплоскаяѝкриваяѝзаданаѝнепрерывнойѝиѝнепрерывноѝдифференциру-
емойѝнаѝ ѝфункциейѝ ,ѝгдеѝаѝиѝbѝ–ѝабсциссыѝточекѝАѝиѝВ,ѝто

. (14.5)

Итак,ѝвоѝвсехѝслучаяхѝвычислениеѝкриволинейногоѝинтегралаѝпервогоѝро-
даѝсводитсяѝкѝвычислениюѝопределенногоѝинтеграла.

Примерѝ1.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝкони-

ческойѝвинтовойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,

заключенныйѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ–2),ѝВ(1,ѝ0).

Находим:

.

Следовательно,

.

Такѝкак,ѝсогласноѝформуламѝ(14.2)ѝ–ѝ(14.5),ѝкриволинейныйѝинтегралѝпер-
вогоѝродаѝвыражаетсяѝчерезѝопределенныйѝинтеграл,ѝтоѝукажемѝтолькоѝтеѝего
свойства,ѝкоторыеѝобобщаютѝсвойстваѝопределенногоѝинтеграла.

1.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдлинаѝдугиѝАВѝ(геометрическийѝсмыслѝкриволи-

нейногоѝинтегралаѝпервогоѝрода).

2.ѝЕслиѝ ѝ–ѝлинейнаяѝплотностьѝматериальнойѝдуги

,ѝтоѝееѝмассаѝmѝвычисляетсяѝпоѝформуле

(14.6)

(механическийѝсмыслѝкриволинейногоѝинтегралаѝпервогоѝрода).ѝ

3.ѝКоординатыѝцентраѝмассѝматериальнойѝдугиѝ ,ѝимеющейѝлинейную

плотностьѝ ,ѝопределяютсяѝпоѝформулам:

,

,
(14.7)

гдеѝmѝ–ѝмассаѝдугиѝ .

4.ѝМоментыѝинерцииѝотносительноѝначалаѝкоординатѝО,ѝосейѝкоординат
Ох,ѝОу,ѝОzѝиѝкоординатныхѝплоскостейѝОху,ѝОхz,ѝОуzѝматериальнойѝдугиѝ ,

имеющейѝлинейнуюѝплотностьѝ ,ѝвычисляютсяѝсоответственно
поѝформулам:

I d l
x 2y 5+ +
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d l 1 y ′2+ d x 1 4+ d x 5d x= = =
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f x ,ѝy ,ѝz( ) δ x ,ѝy ,ѝz( )=
LA B

m δ x ,ѝy ,ѝz( ) ld

LA B
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δ δ x ,ѝy ,ѝz( )=
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1

m
---- xδ x ,ѝy ,ѝz( )d

LA B

∫ l ,ѝѝyC
1

m
---- yδ x ,ѝy ,ѝz( )d l

LA B

∫= =

zC
1

m
---- zδ x ,ѝy ,ѝz( )d l
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∫=
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LA B

δ δ x ,ѝy ,ѝz( )=
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(14.8)

Моментыѝинерцииѝсвязаныѝследующимиѝсоотношениями:

,ѝ .

Еслиѝдугаѝ ѝлежитѝвѝплоскостиѝОху,ѝтоѝрассматриваютсяѝтолькоѝмоменты

ѝ(приѝусловии,ѝчтоѝ ).

5.ѝПустьѝфункцияѝ ѝимеетѝразмерностьѝдлиныѝиѝ ѝво

всехѝточкахѝплоскойѝдугиѝ ,ѝлежащейѝвѝплоскостиѝОху.ѝТогда

,

гдеѝSѝ–ѝплощадьѝчастиѝцилиндрическойѝповерхностиѝсѝобразующими,ѝпарал-
лельнымиѝосиѝОzѝиѝпроходящимиѝчерезѝточкиѝдугиѝ ,ѝограниченнойѝсни-

зуѝдугойѝ ,ѝсверхуѝ–ѝлиниейѝпересеченияѝцилиндрическойѝповерхностиѝс

поверхностьюѝ ,ѝаѝсѝбоковѝ–ѝпрямыми,ѝпроходящимиѝчерезѝточки
АѝиѝВѝпараллельноѝосиѝОz.ѝНаѝрис.ѝ14.2ѝизображенаѝописаннаяѝчастьѝцилин-

дрическойѝповерхностиѝ .ѝЕслиѝ ѝвоѝвсехѝточкахѝплоскойѝду-

гиѝ ,ѝто
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Примерѝ2.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,

заключенныйѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ–2),ѝВ(1,ѝ0).

Находим:

.

Следовательно,

.

Такѝкак,ѝсогласноѝформуламѝ(14.2)ѝ–ѝ(14.5),ѝкриволинейныйѝинтегралѝпер-
вогоѝродаѝвыражаетсяѝчерезѝопределенныйѝинтеграл,ѝтоѝукажемѝтолькоѝтеѝего
свойства,ѝкоторыеѝобобщаютѝсвойстваѝопределенногоѝинтеграла.

1.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдлинаѝдугиѝАВѝ(геометрическийѝсмыслѝкриволи-

нейногоѝинтегралаѝпервогоѝрода).

2.ѝЕслиѝ ѝ–ѝлинейнаяѝплотностьѝматериальнойѝдуги

,ѝтоѝееѝмассаѝmѝвычисляетсяѝпоѝформуле

(14.6)

(механическийѝсмыслѝкриволинейногоѝинтегралаѝпервогоѝрода).ѝ

3.ѝКоординатыѝцентраѝмассѝматериальнойѝдугиѝ ,ѝимеющейѝлинейную

плотностьѝ ,ѝопределяютсяѝпоѝформулам:

,

,
(14.7)

гдеѝmѝ–ѝмассаѝдугиѝ .
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(14.8)

Моментыѝинерцииѝсвязаныѝследующимиѝсоотношениями:

,ѝ .

Еслиѝдугаѝ ѝлежитѝвѝплоскостиѝОху,ѝтоѝрассматриваютсяѝтолькоѝмоменты

ѝ(приѝусловии,ѝчтоѝ ).
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(рис.ѝ 14.3).ѝ И,ѝ наконец,ѝ вѝ некоторыхѝ точкахѝ плоскойѝ дугиѝ ѝ функция

ѝменяетѝзнак.ѝТогдаѝинтегралѝ ѝвыражаетѝразностьѝплоща-

дейѝ частейѝ описаннойѝ цилиндрическойѝ поверхности,ѝ находящихсяѝ над
плоскостьюѝОхуѝиѝподѝнейѝ(рис.ѝ14.4):

.

Примерѝ3.ѝВычислитьѝмассуѝmѝиѝкоординатыѝцентраѝмассѝ ,ѝ ѝплоской

материальнойѝ дугиѝ ,ѝ ,ѝ линейнаяѝ плотностьѝ которой

.

Согласноѝформуламѝ(14.5)ѝиѝ(14.6)ѝдляѝслучаяѝплоскойѝдугиѝимеем:

.

Поѝформуламѝ(14.7)ѝнаходим:

,

.
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Примерѝ 4.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ частиѝ цилиндрическойѝ поверхности

,ѝ заключеннойѝ междуѝ плоскостьюѝ Охуѝ иѝ поверхностью

ѝ(рис.ѝ14.5).

ИскомаяѝплощадьѝSѝцилиндрическойѝповерхностиѝвыражаетсяѝинтегра-
лом

,

гдеѝLѝ–ѝокружностьѝвѝплоскостиѝОху:ѝ ,ѝ ,ѝуравненияѝкоторой

вѝпараметрическомѝвидеѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ ѝи

.

Криволинейныеѝ интегралыѝ второгоѝ родаѝ (поѝ координатам).ѝПустьѝ вѝпро-

странствеѝ ѝзаданѝвекторѝа = i + j + k,ѝкоор-
динатыѝкоторогоѝ–ѝнепрерывныеѝфункцииѝвѝточкахѝориентированнойѝкривой

.ѝКривуюѝ ѝразобьемѝвѝнаправленииѝотѝАѝкѝВѝнаѝnѝэлементарныхѝдуг

liѝиѝпостроимѝвекторыѝѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝпроек-

цииѝвекторовѝ ѝнаѝосиѝкоординат.ѝНачалаѝэтихѝвекторовѝсовпадаютѝсѝнача-

ламиѝэлементарныхѝдугѝli,ѝаѝконцыѝ–ѝсѝихѝконцамиѝ(рис.ѝ14.6).ѝНаѝкаждойѝэле-

ментарнойѝчастиѝliѝвыберемѝпроизвольнуюѝточкуѝ ѝиѝсоставимѝин-

тегральнуюѝсумму
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(рис.ѝ 14.3).ѝ И,ѝ наконец,ѝ вѝ некоторыхѝ точкахѝ плоскойѝ дугиѝ ѝ функция
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дейѝ частейѝ описаннойѝ цилиндрическойѝ поверхности,ѝ находящихсяѝ над
плоскостьюѝОхуѝиѝподѝнейѝ(рис.ѝ14.4):
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Примерѝ3.ѝВычислитьѝмассуѝmѝиѝкоординатыѝцентраѝмассѝ ,ѝ ѝплоской

материальнойѝ дугиѝ ,ѝ ,ѝ линейнаяѝ плотностьѝ которой

.

Согласноѝформуламѝ(14.5)ѝиѝ(14.6)ѝдляѝслучаяѝплоскойѝдугиѝимеем:

.

Поѝформуламѝ(14.7)ѝнаходим:
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. (14.9)

Пределѝсуммыѝ(14.9),ѝнайденныйѝприѝусловии,ѝчтоѝвсеѝ ,ѝназыва-

етсяѝкриволинейнымѝинтеграломѝвторогоѝродаѝилиѝкриволинейнымѝинтеграломѝпо
координатамѝотѝвектор-функцииѝ ѝпоѝкривойѝ ѝиѝобозначается

. (14.10)

Еслиѝ функцииѝ ,ѝ ,ѝ ѝ непрерывныѝ вѝ точках

гладкойѝ кривойѝ ,ѝ тоѝ пределѝ суммыѝ (14.9)ѝ существует,ѝ т.е.ѝ существует

криволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝ(14.10).ѝ
Криволинейныеѝинтегралыѝвторогоѝродаѝобладаютѝосновнымиѝсвойства-

миѝопределенныхѝинтеграловѝ(линейность,ѝаддитивность).ѝНепосредственно
изѝопределенияѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝродаѝследует,ѝнапример,
чтоѝонѝзависитѝотѝнаправленияѝинтегрированияѝвдольѝкривой,ѝт.е.ѝменяетѝзнак
приѝизмененииѝориентацииѝкривой:

.

ЕслиѝкриваяѝинтегрированияѝLѝ замкнута,ѝ тоѝкриволинейныеѝинтегралы

второгоѝродаѝобозначаютѝ .ѝВѝэтомѝслучаеѝчерезѝкривуюѝLѝпроводится

ориентированнаяѝповерхностьѝиѝзаѝположительноеѝнаправлениеѝобходаѝпоѝL
принимаетсяѝтакоеѝнаправление,ѝприѝкоторомѝобластьѝповерхности,ѝограни-
ченнаяѝкривойѝL,ѝнаходитсяѝслева,ѝеслиѝдвигатьсяѝвдольѝLѝпоѝвыбраннойѝсто-
ронеѝуказаннойѝповерхностиѝ(т.е.ѝобходѝконтураѝLѝсовершаетсяѝпротивѝхода
часовойѝстрелки).

ЕслиѝплоскуюѝобластьѝD,ѝограниченнуюѝкривойѝL,ѝразбитьѝнаѝчасти,ѝне
имеющиеѝобщихѝвнутреннихѝточекѝиѝограниченныеѝзамкнутымиѝкривымиѝL1

иѝL2,ѝто

,

гдеѝнаправленияѝобходаѝпоѝконтурамѝL,ѝL1ѝиѝL2ѝ–ѝвсюдуѝлибоѝположительные,
либоѝотрицательные.

In P xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δxi

i 1=

n

∑ Q xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δyi R xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δzi =+ +=

a xi ,ѝyi ,ѝzi( ) Δ li⋅

i 1=

n

∑=

Δ li 0→

a x ,ѝy ,ѝz( ) LA B

a x ,ѝy ,ѝz( )

LA B

∫ dl⋅ P x ,ѝy ,ѝz( ) xd

LA B

∫ Q x ,ѝy ,ѝz( ) yd R x ,ѝy ,ѝz( ) zd+ += =

ѝѝ a xi ,ѝyi ,ѝzi( )

i 1=

n

∑
Δli 0→

lim Δ li⋅=

P x ,ѝy ,ѝz( ) Q x ,ѝy ,ѝz( ) R x ,ѝy ,ѝz( )
LA B

a dl⋅

LA B

∫ a dl⋅

LB A

∫–=

a

L
∫° dl⋅

a

L
∫° dl⋅ a

L1

∫° dl⋅ a

L2

∫°+ dl⋅=

233

Еслиѝ гладкаяѝ криваяѝ ѝ заданаѝ параметрическимиѝ уравнениями

,ѝ ,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝнепрерывноѝдифферен-

цируемыеѝфункции,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝсоответ-
ственноѝначальнаяѝиѝконечнаяѝточкиѝэтойѝкривой,ѝтоѝвернаѝследующаяѝфор-
мулаѝдляѝвычисленияѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝрода:

. (14.11)

Еслиѝ криваяѝ ѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝ Оху,ѝ а = i + j,ѝ то

,ѝ ѝиѝформулаѝ(14.11)ѝупрощается:

. (14.12)

Еслиѝкриваяѝ ѝлежитѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝзаданаѝуравнениемѝ ,

производнаяѝ ѝнепрерывнаѝнаѝотрезкеѝ ,ѝа = i + j,ѝто

. (14.13)

Примерѝ5.ѝВычислитьѝ

,

гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяющийѝточкиѝА(1,ѝ–1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3,ѝ4).

Запишемѝ параметрическиеѝ уравненияѝ прямойѝ АВ:ѝ ,

,ѝ .ѝНаѝотрезкеѝ ѝпараметрѝ .ѝПоэтомуѝсоглас-
ноѝформулеѝ(14.11)

.
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. (14.9)

Пределѝсуммыѝ(14.9),ѝнайденныйѝприѝусловии,ѝчтоѝвсеѝ ,ѝназыва-

етсяѝкриволинейнымѝинтеграломѝвторогоѝродаѝилиѝкриволинейнымѝинтеграломѝпо
координатамѝотѝвектор-функцииѝ ѝпоѝкривойѝ ѝиѝобозначается

. (14.10)

Еслиѝ функцииѝ ,ѝ ,ѝ ѝ непрерывныѝ вѝ точках

гладкойѝ кривойѝ ,ѝ тоѝ пределѝ суммыѝ (14.9)ѝ существует,ѝ т.е.ѝ существует

криволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝ(14.10).ѝ
Криволинейныеѝинтегралыѝвторогоѝродаѝобладаютѝосновнымиѝсвойства-
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.
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либоѝотрицательные.

In P xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δxi

i 1=

n

∑ Q xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δyi R xi ,ѝyi ,ѝzi( )Δzi =+ +=

a xi ,ѝyi ,ѝzi( ) Δ li⋅

i 1=

n

∑=

Δ li 0→

a x ,ѝy ,ѝz( ) LA B

a x ,ѝy ,ѝz( )

LA B

∫ dl⋅ P x ,ѝy ,ѝz( ) xd

LA B

∫ Q x ,ѝy ,ѝz( ) yd R x ,ѝy ,ѝz( ) zd+ += =

ѝѝ a xi ,ѝyi ,ѝzi( )

i 1=

n

∑
Δli 0→

lim Δ li⋅=

P x ,ѝy ,ѝz( ) Q x ,ѝy ,ѝz( ) R x ,ѝy ,ѝz( )
LA B

a dl⋅

LA B

∫ a dl⋅

LB A

∫–=

a

L
∫° dl⋅

a

L
∫° dl⋅ a

L1

∫° dl⋅ a

L2

∫°+ dl⋅=

233

Еслиѝ гладкаяѝ криваяѝ ѝ заданаѝ параметрическимиѝ уравнениями

,ѝ ,ѝ ,ѝгдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝнепрерывноѝдифферен-

цируемыеѝфункции,ѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝсоответ-
ственноѝначальнаяѝиѝконечнаяѝточкиѝэтойѝкривой,ѝтоѝвернаѝследующаяѝфор-
мулаѝдляѝвычисленияѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝрода:

. (14.11)

Еслиѝ криваяѝ ѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝ Оху,ѝ а = i + j,ѝ то

,ѝ ѝиѝформулаѝ(14.11)ѝупрощается:

. (14.12)

Еслиѝкриваяѝ ѝлежитѝвѝплоскостиѝОхуѝиѝзаданаѝуравнениемѝ ,

производнаяѝ ѝнепрерывнаѝнаѝотрезкеѝ ,ѝа = i + j,ѝто

. (14.13)

Примерѝ5.ѝВычислитьѝ

,

гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяющийѝточкиѝА(1,ѝ–1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3,ѝ4).

Запишемѝ параметрическиеѝ уравненияѝ прямойѝ АВ:ѝ ,

,ѝ .ѝНаѝотрезкеѝ ѝпараметрѝ .ѝПоэтомуѝсоглас-
ноѝформулеѝ(14.11)

.
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Примерѝ6.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝкриваяѝпере-

сеченияѝцилиндраѝ ѝ сѝ плоскостьюѝ ,ѝ «пробегаемая»ѝ в
положительномѝнаправленииѝотносительноѝвыбраннойѝверхнейѝстороныѝдан-
нойѝплоскости.

НайдемѝпараметрическиеѝуравненияѝкривойѝL.ѝТакѝкакѝпроекцияѝкривой

LѝнаѝплоскостьѝОхуѝестьѝокружностьѝ ,ѝ ,ѝтоѝможноѝзаписать,

чтоѝ ,ѝ .ѝ Тогдаѝ изѝ уравненияѝ плоскостиѝ находим,ѝ что

.ѝТакимѝобразом,ѝ

Отсюдаѝпоѝформулеѝ(14.11)ѝимеем:

.

Примерѝ7.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝлинияѝ ѝ–ѝдуга

параболыѝ ,ѝрасположеннаяѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(2,ѝ4).

Такѝкакѝвѝданномѝслучаеѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝтоѝсогласно
формулеѝ(14.13)ѝполучаем:ѝ

.

АЗ-14.1

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,ѝза-

ключенныйѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝвѝточкахѝА(0,ѝ0),ѝВ(4,ѝ0),ѝС(4,ѝ2),ѝD(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–8.)
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3.ѝ Вычислитьѝ ,ѝ еслиѝ Lѝ –ѝ перваяѝ аркаѝ циклоиды

,ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝмеждуѝточ-

камиѝА(1,ѝ0,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ12.)

5.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ боковойѝ поверхностиѝ цилиндра

,ѝ заключеннойѝ внутриѝ сферыѝ .

(Ответ:ѝ4R 2.)

6.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝду-

гаѝпараболыѝ ѝотѝточкиѝА(1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(2,ѝ4).ѝ(Ответ:

.)

7.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезок

прямой,ѝсоединяющийѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ13.)

8.ѝВычислитьѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ дугаѝвинтовой

линииѝ ,ѝ ,ѝ ѝотѝточкиѝпересече-

нияѝ линииѝ сѝ плоскостьюѝ ѝ доѝ точкиѝ ееѝ пересеченияѝ с

плоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

9.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝлинияѝ ,ѝсоеди-

няющаяѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(1,ѝ1),ѝзаданаѝуравнением:ѝа)ѝ ;

б)ѝ ;ѝв)ѝ ;ѝг)ѝ .ѝ(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ1/12;ѝв)ѝ17/30;
г)ѝ–1/20.)

10.ѝ Найтиѝ координатыѝ центраѝ массѝ первойѝ полуарки
циклоидыѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (От-
вет:ѝ4а/3;ѝ4а/3.)
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Примерѝ6.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝкриваяѝпере-

сеченияѝцилиндраѝ ѝ сѝ плоскостьюѝ ,ѝ «пробегаемая»ѝ в
положительномѝнаправленииѝотносительноѝвыбраннойѝверхнейѝстороныѝдан-
нойѝплоскости.

НайдемѝпараметрическиеѝуравненияѝкривойѝL.ѝТакѝкакѝпроекцияѝкривой

LѝнаѝплоскостьѝОхуѝестьѝокружностьѝ ,ѝ ,ѝтоѝможноѝзаписать,

чтоѝ ,ѝ .ѝ Тогдаѝ изѝ уравненияѝ плоскостиѝ находим,ѝ что

.ѝТакимѝобразом,ѝ

Отсюдаѝпоѝформулеѝ(14.11)ѝимеем:

.

Примерѝ7.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝлинияѝ ѝ–ѝдуга

параболыѝ ,ѝрасположеннаяѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(2,ѝ4).

Такѝкакѝвѝданномѝслучаеѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝтоѝсогласно
формулеѝ(14.13)ѝполучаем:ѝ

.

АЗ-14.1

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,ѝза-

ключенныйѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝвѝточкахѝА(0,ѝ0),ѝВ(4,ѝ0),ѝС(4,ѝ2),ѝD(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–8.)
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3.ѝ Вычислитьѝ ,ѝ еслиѝ Lѝ –ѝ перваяѝ аркаѝ циклоиды

,ѝ ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝмеждуѝточ-

камиѝА(1,ѝ0,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ12.)

5.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ боковойѝ поверхностиѝ цилиндра

,ѝ заключеннойѝ внутриѝ сферыѝ .

(Ответ:ѝ4R 2.)

6.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝду-

гаѝпараболыѝ ѝотѝточкиѝА(1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(2,ѝ4).ѝ(Ответ:

.)

7.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезок

прямой,ѝсоединяющийѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ13.)

8.ѝВычислитьѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ дугаѝвинтовой

линииѝ ,ѝ ,ѝ ѝотѝточкиѝпересече-

нияѝ линииѝ сѝ плоскостьюѝ ѝ доѝ точкиѝ ееѝ пересеченияѝ с

плоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

9.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝлинияѝ ,ѝсоеди-

няющаяѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(1,ѝ1),ѝзаданаѝуравнением:ѝа)ѝ ;

б)ѝ ;ѝв)ѝ ;ѝг)ѝ .ѝ(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ1/12;ѝв)ѝ17/30;
г)ѝ–1/20.)

10.ѝ Найтиѝ координатыѝ центраѝ массѝ первойѝ полуарки
циклоидыѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (От-
вет:ѝ4а/3;ѝ4а/3.)
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Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислить:

а)ѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяющийѝточкиѝА(0,ѝ0)

иѝВ(1,ѝ2);

б) ,ѝ еслиѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

,ѝлежащаяѝмеждуѝточкамиѝА(–1,ѝ1)ѝиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:

а)ѝ ;ѝб)ѝ2.)

2.ѝВычислить:

а)ѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝчастьѝокружностиѝ ,ѝлежащая

вѝпервомѝквадранте;

б) ,ѝеслиѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсо-

единяющийѝточкиѝА(2,ѝ3)ѝиѝВ(3,ѝ5).ѝ(Ответ:ѝа)ѝ27;ѝб)ѝ23/2.)

3.ѝВычислить:

а)ѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,ѝсоединяю-

щийѝточкиѝА(2,ѝ4)ѝиѝВ(1,ѝ3);

б) ,ѝ еслиѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

,ѝрасположеннаяѝмеждуѝточкамиѝА(1,ѝ1)ѝиѝВ(3,ѝ–3).

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ12.)
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14.2.ѝПРИЛОЖЕНИЯѝКРИВОЛИНЕЙНЫХѝИНТЕГРАЛОВ

Сѝпомощьюѝкриволинейныхѝинтеграловѝпервогоѝродаѝможноѝвычислять
длинуѝдугиѝкривой,ѝмассуѝматериальнойѝдуги,ѝееѝцентрѝмасс,ѝплощадиѝцилин-
дрическихѝповерхностейѝиѝдругиеѝвеличины.ѝ

Примерѝ 1.ѝ Вычислитьѝ массуѝ mѝ дугиѝ кривойѝ L,ѝ заданнойѝ уравнениями

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ еслиѝ плотностьѝ вѝ каждойѝ ееѝ точке

.
Согласноѝформулеѝ(14.6)ѝискомаяѝмассаѝmѝвыражаетсяѝинтеграломѝ

.

Примерѝ2.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝдугиѝокруж-

ностиѝ ,ѝрасположеннойѝвѝпервомѝквадранте,ѝиѝмоментыѝинерции

,ѝ ,ѝ .

Такѝ какѝ прямаяѝ ѝ являетсяѝ осьюѝ симметрииѝ дугиѝ окружности,ѝ то

.ѝДляѝнахожденияѝ ѝиспользуемѝпервуюѝизѝформулѝ(14.7):

,

посколькуѝ .ѝИнтегралѝ

определяетѝ длинуѝ четвертиѝ рассматриваемойѝ окружности.ѝ Вычислимѝ ,

гдеѝ ;ѝ ;ѝ ;

.
Следовательно,

.

Окончательноѝимеем:

.

Приѝвычисленииѝ ,ѝ ,ѝ ѝвоспользуемсяѝформуламиѝ(14.8)ѝиѝ(14.3)ѝдля

случаяѝплоскойѝдугиѝ ѝиѝучтем,ѝчтоѝ :
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Самостоятельнаяѝработа
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,

.

Криволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝ(14.9)ѝвѝслучае,ѝкогдаѝа = Fѝ–ѝсила,
подѝдействиемѝкоторойѝперемещаетсяѝтело,ѝопределяетѝработуѝсилыѝFѝнаѝпути

.ѝВѝэтомѝзаключаетсяѝфизическийѝсмыслѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторого

рода.ѝ
Примерѝ 3.ѝ Вычислитьѝ работуѝ Аѝ силыѝ F = yz i + xz j + xy kѝ вдольѝ отрезка

прямойѝВС,ѝеслиѝВ(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝС(2,ѝ3,ѝ4).

ЗапишемѝпараметрическиеѝуравненияѝпрямойѝВС:ѝ ,ѝ ,

,ѝ гдеѝ .ѝТогдаѝработаѝАѝ силыѝFѝнаѝпутиѝВСѝ вычисляетсяѝпо
формуле

.

Теоремаѝ(Грина).ѝЕслиѝфункцииѝ ѝиѝ ѝнепрерывныѝиѝимеютѝне-
прерывныеѝчастныеѝпроизводныеѝвѝзамкнутойѝодносвязнойѝобластиѝD,ѝлежащейѝв
плоскостиѝОхуѝиѝограниченнойѝкусочно-гладкойѝкривойѝL,ѝтоѝ

, (14.14)

гдеѝинтегрированиеѝпоѝконтуруѝLѝвыполняетсяѝвѝположительномѝнаправлении.ѝ
Формулаѝ(14.14)ѝназываетсяѝформулойѝГрина.ѝ
ЕслиѝвѝнекоторойѝобластиѝDѝвыполненыѝусловияѝтеоремыѝГрина,ѝтоѝрав-

носильныѝприведенныеѝнижеѝутверждения.ѝ

1.ѝ ,ѝеслиѝLѝ–ѝлюбойѝзамкнутыйѝконтурѝL,ѝрасположенныйѝв

областиѝD.

2.ѝИнтегралѝ ѝнеѝзависитѝотѝпутиѝинтегрирования,ѝсоединяю-

щегоѝточкиѝАѝиѝВ,ѝгдеѝ .

3.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ полныйѝ дифференциалѝ функции

.
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4.ѝВоѝвсехѝточкахѝобластиѝDѝсправедливоѝравенство

. (14.15)

ИзѝформулыѝГринаѝследует,ѝчтоѝплощадьѝSѝобластиѝDѝможноѝвычислить
такжеѝсѝпомощьюѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝрода:

,

гдеѝинтегрированиеѝпоѝконтуруѝLѝпроизводитсяѝвѝположительномѝнаправ-
лении.ѝ

Примерѝ 4.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ петлейѝ кривой

ѝ(рис.ѝ14.7).

Изѝуравненияѝкривойѝполучим,ѝ чтоѝ ,ѝ т.е.ѝ криваяѝсиммет-

ричнаѝ относительноѝ осиѝОхѝ иѝ пересекаетѝ ееѝ вѝ точкахѝ ѝ иѝ ;ѝ обе

функцииѝ ѝопределеныѝприѝ ,ѝaѝ ѝприѝ .ѝПерей-

демѝкѝпараметрическимѝуравнениямѝданнойѝкривой,ѝположивѝ .ѝПод-

ставивѝ ѝ вѝ уравнениеѝ ,ѝ получим:ѝ ,

,ѝ ,ѝгдеѝдляѝпетлиѝ .

Следовательно,ѝискомаяѝплощадьѝ

.

Примерѝ5.ѝВычислитьѝ

,

гдеѝконтурѝLѝ–ѝокружностьѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝвѝположительномѝна-
правленииѝобхода.ѝ
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,

.
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ДляѝвычисленияѝинтегралаѝвоспользуемсяѝформулойѝГринаѝ(14.14):

,

гдеѝDѝ–ѝкруг,ѝопределяемыйѝнеравенствомѝ .ѝИмеем:

.

Сѝпомощьюѝтеорииѝкриволинейныхѝинтеграловѝвторогоѝродаѝможноѝре-
шитьѝ следующуюѝ задачу.ѝ Известноѝ дифференциальноеѝ выражение

,ѝ котороеѝ являетсяѝ полнымѝ дифференциаломѝ некото-

ройѝфункцииѝ .ѝТребуетсяѝнайтиѝэтуѝфункцию.ѝ
Решениеѝданнойѝзадачиѝопределяетсяѝформулой

(14.16)

или

, (14.17)

гдеѝточкиѝ ѝиѝ ѝпринадлежатѝобластиѝD,ѝвѝкоторойѝ ,

ѝиѝихѝчастныеѝпроизводныеѝявляютсяѝнепрерывнымиѝфункциями;ѝСѝ–
произвольнаяѝпостоянная.

Примерѝ6.ѝПоказать,ѝчтоѝдифференциальноеѝвыражение

являетсяѝполнымѝдифференциаломѝнекоторойѝфункцииѝ ,ѝиѝнайтиѝэту
функцию.ѝ

Такѝкак

,

тоѝ ѝиѝ .ѝЗначит,ѝвоѝвсехѝточкахѝплоскостиѝОху,ѝисключаяѝточки,

лежащиеѝнаѝосяхѝкоординат,ѝданноеѝдифференциальноеѝвыражениеѝвѝсилуѝра-
венстваѝ (14.14)ѝ являетсяѝ полнымѝ дифференциаломѝ некоторойѝ функции

.ѝТеперьѝвоспользуемсяѝобщейѝформулойѝ(14.16)ѝилиѝ(14.17),ѝгдеѝмож-

ноѝвзятьѝ .

Поѝформулеѝ(14.16)ѝимеем:
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,

гдеѝСѝ–ѝпроизвольнаяѝпостоянная.ѝ

АЗ-14.2

1.ѝ Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ кривойѝ ѝ плотностью

,ѝеслиѝконцыѝдугиѝопределяютсяѝследующимиѝзначе-

ниямиѝх:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ19/3.)

2.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ поверхности,ѝ которуюѝ вырезает
изѝкруговогоѝцилиндраѝрадиусомѝRѝтакойѝжеѝцилиндр,ѝесли
осиѝэтихѝцилиндровѝпересекаютсяѝподѝпрямымѝуглом.ѝ(От-
вет:ѝ8R 2.)

3.ѝСѝ помощьюѝкриволинейногоѝинтегралаѝ второгоѝ рода
вычислитьѝплощадьѝфигуры,ѝограниченной:

а)ѝастроидойѝ ,ѝ ;

б)ѝпервойѝаркойѝциклоидыѝ ,ѝ
иѝосьюѝОх.ѝ

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ .)

4.ѝНайтиѝфункцииѝ ѝпоѝихѝполнымѝдифференциалам:

а)ѝ ;

б)ѝ ;

в)ѝ .

5.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝвдоль

дугиѝпараболыѝ ,ѝзаключеннойѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ0)
иѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ7/3.)

6.ѝПрименивѝформулуѝГрина,ѝвычислитьѝ

,
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ДляѝвычисленияѝинтегралаѝвоспользуемсяѝформулойѝГринаѝ(14.14):

,
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,

гдеѝСѝ–ѝпроизвольнаяѝпостоянная.ѝ

АЗ-14.2

1.ѝ Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ кривойѝ ѝ плотностью

,ѝеслиѝконцыѝдугиѝопределяютсяѝследующимиѝзначе-

ниямиѝх:ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ19/3.)

2.ѝ Вычислитьѝ площадьѝ поверхности,ѝ которуюѝ вырезает
изѝкруговогоѝцилиндраѝрадиусомѝRѝтакойѝжеѝцилиндр,ѝесли
осиѝэтихѝцилиндровѝпересекаютсяѝподѝпрямымѝуглом.ѝ(От-
вет:ѝ8R 2.)

3.ѝСѝ помощьюѝкриволинейногоѝинтегралаѝ второгоѝ рода
вычислитьѝплощадьѝфигуры,ѝограниченной:

а)ѝастроидойѝ ,ѝ ;

б)ѝпервойѝаркойѝциклоидыѝ ,ѝ
иѝосьюѝОх.ѝ

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ .)

4.ѝНайтиѝфункцииѝ ѝпоѝихѝполнымѝдифференциалам:

а)ѝ ;

б)ѝ ;

в)ѝ .

5.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝвдоль

дугиѝпараболыѝ ,ѝзаключеннойѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ0)
иѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ7/3.)

6.ѝПрименивѝформулуѝГрина,ѝвычислитьѝ
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гдеѝ Lѝ –ѝ контурѝ треугольникаѝ АВСѝ сѝ вершинамиѝ вѝ точках
А(3,0),ѝВ(3,ѝ3)ѝиѝС(0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ18.)

7.ѝНайтиѝобщийѝ ѝинтегралѝ дифференциальногоѝ уравнения

.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝСѝпомощьюѝкриволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝрода
вычислитьѝ площадьѝ областиѝ D,ѝ ограниченнойѝ линиями

ѝиѝ .ѝ(Ответ:ѝ1/3.)

2.ѝНайтиѝфункциюѝ ,ѝесли

.

2.ѝ 1. Вычислитьѝ площадьѝ фигуры,ѝ ограниченнойѝ осями

координатѝиѝдугойѝэллипсаѝ ,ѝрасположен-

нойѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝфункциюѝ ,ѝеслиѝ

.

3.ѝ1.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ,ѝсовер-
шаемуюѝнаѝпути,ѝсоединяющемѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(2,ѝ1).ѝ(От-
вет:ѝ4.)

2.ѝНайтиѝфункциюѝ ,ѝесли

.

14.3.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ14

ИДЗ-14.1

Вычислитьѝданныеѝкриволинейныеѝинтегралы.

1

1.1.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпарабо-

лыѝ ѝотѝточкиѝА(–1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–6.)
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1.2.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝастроидыѝ ,

ѝотѝточкиѝА(2,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.3.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝкубическойѝпа-

раболыѝ ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

1.4.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ ,

,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхода.ѝ(Ответ:

.)

1.5.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ эллипса

,ѝ ,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхо-

да.ѝ(Ответ:ѝ .)

1.6.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝэллипсаѝ ,

ѝотѝточкиѝА(1,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ5/6.)

1.7. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ ломанаяѝОВА;ѝО(0,ѝ0);

В(2,ѝ0);ѝА(2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–4.)

1.8.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;

А(1,ѝ1);ѝВ(3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ .)
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гдеѝ Lѝ –ѝ контурѝ треугольникаѝ АВСѝ сѝ вершинамиѝ вѝ точках
А(3,0),ѝВ(3,ѝ3)ѝиѝС(0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ18.)
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.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа
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.
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нойѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝфункциюѝ ,ѝеслиѝ

.

3.ѝ1.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ,ѝсовер-
шаемуюѝнаѝпути,ѝсоединяющемѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝиѝВ(2,ѝ1).ѝ(От-
вет:ѝ4.)

2.ѝНайтиѝфункциюѝ ,ѝесли

.
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ИДЗ-14.1

Вычислитьѝданныеѝкриволинейныеѝинтегралы.
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1.1.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпарабо-
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1.2.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝастроидыѝ ,

ѝотѝточкиѝА(2,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.3.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝкубическойѝпа-

раболыѝ ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

1.4.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ ,

,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхода.ѝ(Ответ:

.)

1.5.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ эллипса

,ѝ ,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхо-

да.ѝ(Ответ:ѝ .)

1.6.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝэллипсаѝ ,

ѝотѝточкиѝА(1,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ5/6.)

1.7. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ ломанаяѝОВА;ѝО(0,ѝ0);

В(2,ѝ0);ѝА(2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–4.)

1.8.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;

А(1,ѝ1);ѝВ(3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.9.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ прямойѝ АВ;

А( ,ѝ );ѝВ( ,ѝ ).ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.10.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;ѝА(1,ѝ2);

В(3,ѝ6).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.11.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝкубическойѝпара-

болыѝ ѝотѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1/4.)

1.12.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝломанаяѝАВС;

А(1,ѝ2);ѝВ(3,ѝ2);ѝС(3,ѝ5).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.13.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой

ОВ;ѝО(0,ѝ0,ѝ0);ѝВ(–2,ѝ4,ѝ5).ѝ(Ответ:ѝ91.)

1.14.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝокружностиѝ ,

;ѝО(R,ѝ0);ѝА(0,ѝR).ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.15.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ17/30.)

1.16.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ отрезокѝпря-

мойѝАВ;ѝА(1,ѝ1,ѝ1);ѝВ(2,ѝ3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ7.)

ycos xd

LA B

∫ x d ysin– LA B

2π 2– π 2– π 2π

y d x x d y+

x
2

y
2+

-------------------------
LA B

∫ LA B

4
5
---ln3

x y xd

LA B

∫ y x–( )d y+ LA B

y x
3=

x
2

y
2+( ) xd

LA B C

∫ x y
2+( )d y+ LA B C

642
3
---

x y
2

xd

LO B

∫ y z
2

d y x
2

z d z–+ LO B

y xd

LO A

∫ x d y+ LO A x R tcos=

y R tsin=

x y xd

LO A

∫ y x–( )d y+ LO A y
2

x=

x xd

LA B

∫ y d y x y– 1+( )d z+ + LA B

245

1.17. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝА(1,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ17/15.)

1.18.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1/12.)

1.19.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ43/60.)

1.20.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ дугаѝ астроидыѝ ,

ѝотѝточкиѝА(2,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.21. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝА(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ0,5.)

1.22.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;

А(1,ѝ0);ѝВ(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ1.)

1.23.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝодногоѝвитка

винтовойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ;ѝА(1,ѝ0,ѝ0);ѝВ(1,ѝ0,

).ѝ(Ответ:ѝ .)

1.24.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝлинииѝ ѝотѝточки

А(1,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(е,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝе–1/2.)
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1.9.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ прямойѝ АВ;

А( ,ѝ );ѝВ( ,ѝ ).ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.10.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;ѝА(1,ѝ2);

В(3,ѝ6).ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.15.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ17/30.)

1.16.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ отрезокѝпря-

мойѝАВ;ѝА(1,ѝ1,ѝ1);ѝВ(2,ѝ3,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ7.)
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1.25.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ эллипсаѝ ,

,ѝ«пробегаемая»ѝвѝположительномѝнаправленииѝоб-

хода.ѝ(Ответ:ѝ .)

1.26.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.27.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝломанаяѝлиния

ѝотѝточкиѝА(–1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ6.)

1.28.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝѝотрезокѝпрямой,ѝсо-

единяющийѝточкиѝО(0,ѝ0,ѝ0)ѝиѝА(2,ѝ1,ѝ–1).ѝ(Ответ:ѝ11/6.)

1.29.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвершинами

А(–1,ѝ0),ѝВ(1,ѝ0),ѝС(0,ѝ1),ѝприѝположительномѝнаправленииѝоб-
хода.ѝ(Ответ:ѝ2.)

1.30. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝломанаяѝАСВ;

А(2,ѝ0);ѝС(5,ѝ0);ѝВ(5,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ63.)

2

2.1.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривой

,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.2.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)
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2.3.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяю-

щийѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝиѝВ(2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.4.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝАВ;ѝА(–1,

0);ѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.5.ѝ ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝ заключен-

ныйѝмеждуѝточкамиѝА(0,ѝ4)ѝиѝВ(4,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.6.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝкардиоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ16/3.)

2.7. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝастроидыѝ ,ѝ ,

заключеннаяѝмеждуѝточкамиѝА(1,ѝ0)ѝиѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0,6.)

2.8.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ѝмеждуѝточ-

камиѝО(0,ѝ0)ѝиѝВ( ,ѝ ).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.9. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривойѝ ,

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.10. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кардиоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.11.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.12. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединя-

ющийѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.13. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривойѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ–9/8.)

2.14. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(4,ѝ0),ѝВ(4,ѝ2),ѝС(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.15. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвер-

шинамиѝА(1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1),ѝО(0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.17. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(–1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.18. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ лемнискатыѝ Бернулли

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.19.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(От-

вет:ѝ8.)

2.20. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(5,ѝ0),ѝВ(5,ѝ3),ѝС(0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ–15.)

2.21.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.22.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝастроидыѝ ,

ѝмеждуѝточкамиѝА(1,ѝ0)ѝиѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

2.23.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝквадратаѝсоѝсторонамиѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.24.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ–ѝ перваяѝ аркаѝ циклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.25. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝА(2,ѝ0),ѝВ(4,ѝ0),ѝС(4,ѝ3),ѝD(2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ45.)

2.26. ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.11.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.12. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединя-

ющийѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.13. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривойѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ–9/8.)

2.14. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(4,ѝ0),ѝВ(4,ѝ2),ѝС(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.15. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвер-

шинамиѝА(1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1),ѝО(0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.17. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(–1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.18. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ лемнискатыѝ Бернулли

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.19.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(От-

вет:ѝ8.)

2.20. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(5,ѝ0),ѝВ(5,ѝ3),ѝС(0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ–15.)

2.21.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.22.ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝастроидыѝ ,

ѝмеждуѝточкамиѝА(1,ѝ0)ѝиѝВ(0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

2.23.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝквадратаѝсоѝсторонамиѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.24.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ–ѝ перваяѝ аркаѝ циклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.25. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝконтурѝпрямоугольникаѝсѝвер-

шинамиѝА(2,ѝ0),ѝВ(4,ѝ0),ѝС(4,ѝ3),ѝD(2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ45.)

2.26. ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.27. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ отрезокѝ прямой,ѝ заключенный

междуѝточкамиѝА(4,ѝ0)ѝиѝВ(6,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.28. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ перваяѝ четвертьѝ окружности

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.29. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоеди-

няющийѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.30.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3

3.1.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ окружностьѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.2.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝчетвертьѝокружностиѝ ,

,ѝ лежащаяѝ вѝ первомѝ октанте.ѝ (Ответ:

.)

3.3. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ частьѝ дугиѝ спиралиѝ Архимеда

,ѝ заключеннаяѝ внутриѝкругаѝрадиусомѝRѝ сѝ центромѝв

полюсе.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.4.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривойѝ х = a cost,ѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.5.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝконической

винтовойѝ линииѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.6.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝдугаѝкривойѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ криваяѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ лемнискаты

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.9. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ перваяѝ четвертьѝ эллипсаѝ

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10. ,ѝгдеѝLѝ–ѝчетвертьѝокружностиѝ

,ѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.11. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,ѝ ,

соединяющийѝточкиѝА(0,ѝ0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.27. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ отрезокѝ прямой,ѝ заключенный

междуѝточкамиѝА(4,ѝ0)ѝиѝВ(6,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.28. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ перваяѝ четвертьѝ окружности

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.29. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоеди-

няющийѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.30.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3

3.1.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ окружностьѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.2.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝчетвертьѝокружностиѝ ,

,ѝ лежащаяѝ вѝ первомѝ октанте.ѝ (Ответ:

.)

3.3. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ частьѝ дугиѝ спиралиѝ Архимеда

,ѝ заключеннаяѝ внутриѝкругаѝрадиусомѝRѝ сѝ центромѝв

полюсе.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.4.ѝ ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривойѝ х = a cost,ѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.5.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝконической

винтовойѝ линииѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.6.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝдугаѝкривойѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ криваяѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ лемнискаты

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.9. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ перваяѝ четвертьѝ эллипсаѝ

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10. ,ѝгдеѝLѝ–ѝчетвертьѝокружностиѝ

,ѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.11. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ ,ѝ ,

соединяющийѝточкиѝА(0,ѝ0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.12. ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.13. ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.14. ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝлинии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ разверткаѝ окружностиѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.17. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяю-

щийѝточкиѝА(0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18. ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝлинии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.19. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ контурѝ прямоугольникаѝ с

вершинамиѝвѝточкахѝО(0,ѝ0,ѝ0),ѝА(0,ѝ4,ѝ0),ѝВ(0,ѝ4,ѝ2),ѝС(0,ѝ0,ѝ2).
(Ответ:ѝ24.)

3.20.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ дугаѝ верхнейѝ половиныѝ окружности

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.21.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝли-

нииѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.22.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.23. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболыѝ ѝ отѝ точки

А(2, 4)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ лемнискаты

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.25.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.26.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.12. ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.13. ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.14. ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝлинии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ разверткаѝ окружностиѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.17. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоединяю-

щийѝточкиѝА(0,ѝ–2)ѝиѝВ(4,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18. ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝлинии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.19. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ контурѝ прямоугольникаѝ с

вершинамиѝвѝточкахѝО(0,ѝ0,ѝ0),ѝА(0,ѝ4,ѝ0),ѝВ(0,ѝ4,ѝ2),ѝС(0,ѝ0,ѝ2).
(Ответ:ѝ24.)

3.20.ѝ ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ дугаѝ верхнейѝ половиныѝ окружности

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.21.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝпервыйѝвитокѝвинтовойѝли-

нииѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.22.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.23. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболыѝ ѝ отѝ точки

А(2, 4)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ лемнискаты

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.25.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

3.26.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

y z ld

LO A B C

∫ LO A B C

x
2

ld

L
∫

x
2

y
2+ a

2= πa
3 2⁄

x
2

y
2

z
2+ +( ) ld

L
∫

x 4 tcos= y 4 tsin= z 3t= 10π 48 36π2+( ) 3⁄

y ld

L
∫ y

2 6x=

x
2 6y= 3 5 5 1–( )

x ld

LA B

∫ LA B y x
2=

17 17 5 5–( ) 12⁄

x y+( ) ld

L
∫

ρ2 7 2ϕcos= 7 2

z
2

y
2+( )d l

L
∫° z

2
y

2+ 4=

256π

y
2

ld

L
∫ x 3 t tsin–( )=

y 3 1 tcos–( )= 4584
5
---



254

3.27. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ разверткаѝ окружностиѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.28. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ окружностьѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.30.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4

4.1. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ31/30.)

4.2. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝломанаяѝОВА;ѝО(0,ѝ0,ѝ0);

В(0,ѝ2,ѝ0);ѝА(0,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–4.)

4.3. ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝциклоидыѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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4.4. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривой

,ѝ ,ѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝ отѝ точки

пересеченияѝееѝсѝплоскостьюѝ ѝдоѝточкиѝпересеченияѝееѝс

плоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.5. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ѝот

точкиѝО(0,ѝ0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.6. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболыѝ ѝ от

точкиѝА(1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(2,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ .)

4.7. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоеди-

няющийѝточкиѝА(2,ѝ0,ѝ–2)ѝиѝВ(–2,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–2sin2.)

4.8. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ четвертьѝ дугиѝ окружности

,ѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝквадрантеѝиѝ«пробе-

гаемая»ѝпротивѝходаѝчасовойѝстрелки.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.9. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ1/2.)

4.10. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ эллипсаѝ ,

,ѝ«пробегаемая»ѝпротивѝходаѝчасовойѝстрелки.ѝ(От-

вет:ѝ .)
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3.27. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ разверткаѝ окружностиѝ

,ѝ ,ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.28. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ окружностьѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.30.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ,ѝотсеченнаяѝпа-

раболойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4

4.1. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ

отѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ31/30.)

4.2. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝломанаяѝОВА;ѝО(0,ѝ0,ѝ0);

В(0,ѝ2,ѝ0);ѝА(0,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–4.)

4.3. ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝциклоидыѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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4.4. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ кривой

,ѝ ,ѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝ отѝ точки

пересеченияѝееѝсѝплоскостьюѝ ѝдоѝточкиѝпересеченияѝееѝс

плоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.5. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ѝот

точкиѝО(0,ѝ0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.6. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболыѝ ѝ от

точкиѝА(1,ѝ1)ѝдоѝточкиѝВ(2,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ .)

4.7. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝсоеди-

няющийѝточкиѝА(2,ѝ0,ѝ–2)ѝиѝВ(–2,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–2sin2.)

4.8. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ четвертьѝ дугиѝ окружности

,ѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝквадрантеѝиѝ«пробе-

гаемая»ѝпротивѝходаѝчасовойѝстрелки.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.9. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ1/2.)

4.10. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ эллипсаѝ ,

,ѝ«пробегаемая»ѝпротивѝходаѝчасовойѝстрелки.ѝ(От-

вет:ѝ .)
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4.11. ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ контурѝ треугольника,ѝ образованного

прямымиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝприѝположительномѝнаправле-

нииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.12. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ синусоидыѝ ѝ отѝ точки

ѝдоѝточкиѝ(0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.13. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ верхняяѝ половинаѝ эллипса

,ѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝпоѝходуѝчасовойѝстрелки.

(Ответ:ѝ .)

4.14. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–8/15.)

4.15. ,ѝ гдеѝLѝ–ѝдугаѝверхнейѝполовиныѝокруж-

ностиѝ ,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхода

контура.ѝ(Ответ:ѝ–4/3.)

4.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ верхнейѝ половины

окружностиѝ ,ѝ «пробегаемая»ѝ вѝ положительном

направленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.17. ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝпрямоугольника,ѝобразо-

ванногоѝпрямымиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝприѝположи-

тельномѝнаправленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ2.)
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4.18. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ пря-

мой,ѝсоединяющийѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝиѝВ(3,ѝ6).ѝ(Ответ:ѝ18.)

4.19.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝэллипсаѝ ,ѝ ,

приѝ положительномѝ направленииѝ обходаѝ контура.ѝ (Ответ:

.)

4.20. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ѝот

точкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2,ѝ4.)

4.21. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝлюбаяѝлиния,ѝсо-

единяющаяѝточкиѝА(0,ѝ2)ѝиѝВ(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.22.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝтреугольни-

каѝсѝвершинамиѝА(0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ0),ѝС(0,ѝ1),ѝприѝположительном
направленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ–1/3.)

4.23. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ ломанаяѝ АВО

(О(0, 0);ѝА(1,ѝ2);ѝВ(1/2,ѝ3)),ѝприѝположительномѝнаправлении
обходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ–1/2.)

4.24. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ прямойѝ от

точкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ1/3.)

4.25. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ дугаѝ кубическойѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ8).ѝ(Ответ:ѝ8.)
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4.11. ,ѝ гдеѝLѝ–ѝ контурѝ треугольника,ѝ образованного

прямымиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝприѝположительномѝнаправле-

нииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.12. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ синусоидыѝ ѝ отѝ точки

ѝдоѝточкиѝ(0,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.13. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ верхняяѝ половинаѝ эллипса

,ѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝпоѝходуѝчасовойѝстрелки.

(Ответ:ѝ .)

4.14. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ–8/15.)

4.15. ,ѝ гдеѝLѝ–ѝдугаѝверхнейѝполовиныѝокруж-

ностиѝ ,ѝприѝположительномѝнаправленииѝобхода

контура.ѝ(Ответ:ѝ–4/3.)

4.16. ,ѝ гдеѝ Lѝ –ѝ дугаѝ верхнейѝ половины

окружностиѝ ,ѝ «пробегаемая»ѝ вѝ положительном

направленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.17. ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝпрямоугольника,ѝобразо-

ванногоѝпрямымиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝприѝположи-

тельномѝнаправленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ2.)
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4.18. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ пря-

мой,ѝсоединяющийѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝиѝВ(3,ѝ6).ѝ(Ответ:ѝ18.)

4.19.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝэллипсаѝ ,ѝ ,

приѝ положительномѝ направленииѝ обходаѝ контура.ѝ (Ответ:

.)

4.20. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ѝот

точкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2,ѝ4.)

4.21. ,ѝгдеѝ ѝ–ѝлюбаяѝлиния,ѝсо-

единяющаяѝточкиѝА(0,ѝ2)ѝиѝВ(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.22.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝтреугольни-

каѝсѝвершинамиѝА(0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ0),ѝС(0,ѝ1),ѝприѝположительном
направленииѝобходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ–1/3.)

4.23. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ ломанаяѝ АВО

(О(0, 0);ѝА(1,ѝ2);ѝВ(1/2,ѝ3)),ѝприѝположительномѝнаправлении
обходаѝконтура.ѝ(Ответ:ѝ–1/2.)

4.24. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ отрезокѝ прямойѝ от

точкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ1/3.)

4.25. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ дугаѝ кубическойѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(2,ѝ8).ѝ(Ответ:ѝ8.)
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4.26. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ любаяѝ линияѝ от

точкиѝА( ,ѝ2)ѝдоѝточкиѝВ( ,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ–1/2.)

4.27. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ3/2.)

4.28. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ параболы

ѝотѝточкиѝА(–1,1)ѝдоѝточкиѝВ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2.)

4.29. ,ѝ гдеѝ ѝ –ѝ дугаѝ правойѝ полуокружности

ѝотѝточкиѝА(0,ѝ–а)ѝдоѝточкиѝВ(0,ѝа).ѝ(Ответ:ѝ .)

4.30.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝдугаѝверхнейѝполовиныѝэллипса

,ѝ ,ѝ«пробегаемая»ѝпоѝходуѝчасовойѝстрелки.

(Ответ:ѝ80/3.)

Решениеѝтиповогоѝварианта

Вычислитьѝданныеѝкриволинейныеѝинтегралы.ѝ

1.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝокружностьѝ .

Запишемѝ уравнениеѝ окружностиѝ ѝ вѝ параме-

трическомѝвиде:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ

,ѝ ,ѝ ,

.

2y 2xsin xd

LA B

∫ 2x d ycos– LA B

π 4⁄ π 6⁄

x y x–( ) xd

LO B

∫
x

2

2
-----d y+ LO B

y 4x
2=

x y+( )d x

LA B

∫ x y–( )d y+ LA B

y x
2=

x yd

LA B

∫ LA B

x
2

y
2+ a

2= πa
2 2⁄

y
2

xd

L
∫ x

2
d y+

x 5 tcos= y 2 tsin=

x
2

y
2+( )

n
d l

L
∫° x

2
y

2+ a
2=

x
2

y
2+ a

2=
x a tcos= y a tsin= 0 t 2π≤ ≤

xt
′ a– tsin= yt

′ a tcos= d l xt
′2 yt

′2+ d t=

d l a
2

t
2sin a

2
t

2cos+ d t a d t= =

259

Следовательно,ѝ

.

2. ,ѝ гдеѝ ѝ–ѝ отрезокѝпрямойѝотѝ точкиѝО(0,ѝ0)ѝ до

точкиѝВ(1,ѝ2).
НаходимѝуравнениеѝпрямойѝОВѝпоѝдвумѝточкам:ѝyѝ=ѝ2x.ѝДа-

лееѝимеем:ѝ

,ѝ ,

.

3.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝконтурѝфигуры,ѝограни-

ченнойѝпараболойѝ ѝиѝпрямойѝ ,ѝприѝположитель-
номѝнаправленииѝобхода.

Вѝсоответствииѝсоѝсвойствамиѝкриволинейныхѝинтегралов
второгоѝродаѝимеем:

,

гдеѝ ѝ–ѝдугаѝпараболыѝ ;ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямойѝ .

Такѝкакѝпараболаѝиѝпрямаяѝпересекаютсяѝвѝточкахѝ(–3,ѝ9)ѝиѝ(3,ѝ9),
то

.

4.ѝ ,ѝгдеѝLѝ–ѝверхняяѝдугаѝастро-

идыѝ ,ѝ ѝотѝточкиѝ(8,ѝ0)ѝдоѝточкиѝ(–8,ѝ0).

Находим:
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,ѝ ,ѝ .

Тогда

.

ИДЗ-14.2ѝ

1.ѝПоказать,ѝчтоѝданноеѝвыражениеѝявляетсяѝполнымѝдиф-

ференциаломѝфункцииѝu(x,ѝy).ѝНайтиѝфункциюѝu(x,ѝy).

1.1. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.2.ѝ .ѝ
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(Ответ:ѝ .)

1.3. .ѝ (От-

вет:ѝ .)

1.4.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.5. .

(Ответ:ѝ .)

1.6. .ѝ (Ответ:ѝ ѝ

.)

1.7. .ѝ (Ответ:ѝ

.)ѝ

1.8. .ѝ (Ответ:

.)

1.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

1.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.11.ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)
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(Ответ:ѝ .)

1.3. .ѝ (От-

вет:ѝ .)

1.4.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.5. .

(Ответ:ѝ .)

1.6. .ѝ (Ответ:ѝ ѝ

.)

1.7. .ѝ (Ответ:ѝ

.)ѝ

1.8. .ѝ (Ответ:

.)

1.9.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

1.10.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.11.ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ .)
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1.12.

.ѝ(Ответ:ѝ .)

1.13.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.15. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.16. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

1.20. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)
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1.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.24. .ѝ (Ответ:

.)

1.25. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.26. .ѝ (Ответ:

.)

1.27. .ѝ (Ответ:

.)

1.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.29.ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

1.30.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

2.ѝРешитьѝследующиеѝзадачиѝ (еслиѝлинейнаяѝплотность

ѝлинииѝнеѝуказана,ѝтоѝпринятьѝ ).

2.1.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝцепнойѝлинииѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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1.12.

.ѝ(Ответ:ѝ .)

1.13.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.14.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.15. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.16. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.17.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.18.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.19.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)

1.20. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.21.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.22.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ

.)
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1.23.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.24. .ѝ (Ответ:

.)

1.25. .ѝ (Ответ:ѝ

.)

1.26. .ѝ (Ответ:

.)

1.27. .ѝ (Ответ:

.)

1.28.ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

1.29.ѝ .ѝ(От-

вет:ѝ .)

1.30.ѝ .ѝ (Ответ:ѝ

.)

2.ѝРешитьѝследующиеѝзадачиѝ (еслиѝлинейнаяѝплотность

ѝлинииѝнеѝуказана,ѝтоѝпринятьѝ ).

2.1.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝцепнойѝлинииѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.2.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝосейѝкоор-

динатѝотрезкаѝоднороднойѝпрямойѝ ,ѝлежащегоѝмеж-

дуѝэтимиѝосями.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.3.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝчетвертиѝоднородной

окружностиѝ ,ѝлежащейѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(От-

вет:ѝ ,ѝ .)

2.4.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝкривойѝ ,ѝ заключенной

междуѝ точкамиѝ сѝ абсциссамиѝ ѝ иѝ ,ѝ еслиѝ плот-

ностьѝдугиѝвѝкаждойѝточкеѝравнаѝквадратуѝабсциссыѝэтойѝточки.

(Ответ:ѝ19/3.)

2.5.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОуѝдугиѝполу-

кубическойѝпараболыѝ ,ѝзаключеннойѝмеждуѝточкамиѝсѝабс-

циссамиѝх= 0ѝиѝх= 4/3.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.6.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝко-

ординатѝ контураѝ квадратаѝ соѝ сторонамиѝ ,ѝ .

Плотностьѝквадратаѝсчитатьѝпостоянной.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.7.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝкривойѝ ,ѝ ,

ограниченнойѝ точкамиѝ пересеченияѝ ееѝ сѝ осямиѝ координат.

(Ответ:ѝ13/3.)

2.8.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝполу-

окружностиѝ ,ѝсимметричнойѝотносительноѝосиѝОх.

(Ответ:ѝ( ,ѝ0).)

2.9.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝдугиѝод-

нойѝаркиѝциклоидыѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ( ,ѝ4/3).)

2.10.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝко-

ординатѝотрезкаѝпрямой,ѝзаключенногоѝмеждуѝточкамиѝА(2,ѝ0)

иѝВ(0,ѝ1),ѝеслиѝлинейнаяѝплотностьѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝравнаѝ1.

(Ответ:ѝ .)
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2.11.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ центраѝ массѝ однородного

контураѝ сферическогоѝ треугольникаѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ( ,ѝ ,ѝ ).)

2.12.ѝВычислитьѝстатическиеѝмоментыѝотносительноѝкоор-

динатныхѝосейѝдугиѝастроидыѝ ,ѝ ,ѝрасполо-

женнойѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ ,4,ѝ ,4.)

2.13.ѝВычислитьѝмассуѝ отрезкаѝ прямойѝ ,ѝ заклю-

ченногоѝмеждуѝкоординатнымиѝосями,ѝ еслиѝлинейнаяѝплот-

ностьѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝпропорциональнаѝквадратуѝабсциссы

вѝэтойѝточке,ѝаѝвѝточкеѝ(2,ѝ0)ѝравнаѝ4.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.14.ѝНайтиѝ статическийѝ моментѝ относительноѝ осиѝОу

однороднойѝ дугиѝ первогоѝ виткаѝ лемнискатыѝ Бернулли

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.15.ѝНайтиѝ работуѝ силыѝ ѝ приѝперемеще-

нииѝточечнойѝмассыѝmѝпоѝѝэллипсуѝѝ .ѝ(Ответ:

.)

2.16.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОzѝод-

нороднойѝ дугиѝ первогоѝ виткаѝ винтовойѝ линииѝ ,

,ѝz = t.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.17. Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ кривойѝ ,

,ѝ еслиѝплотностьѝвѝкаждойѝееѝ точкеѝпропорцио-

нальнаѝрасстояниюѝдоѝполюсаѝиѝприѝ ѝравнаѝ3.ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.18.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝдуги

первогоѝ виткаѝ винтовойѝ линииѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ ).)
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2.2.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝосейѝкоор-

динатѝотрезкаѝоднороднойѝпрямойѝ ,ѝлежащегоѝмеж-

дуѝэтимиѝосями.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.3.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝчетвертиѝоднородной

окружностиѝ ,ѝлежащейѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(От-

вет:ѝ ,ѝ .)

2.4.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝкривойѝ ,ѝ заключенной

междуѝ точкамиѝ сѝ абсциссамиѝ ѝ иѝ ,ѝ еслиѝ плот-

ностьѝдугиѝвѝкаждойѝточкеѝравнаѝквадратуѝабсциссыѝэтойѝточки.

(Ответ:ѝ19/3.)

2.5.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОуѝдугиѝполу-

кубическойѝпараболыѝ ,ѝзаключеннойѝмеждуѝточкамиѝсѝабс-

циссамиѝх= 0ѝиѝх= 4/3.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.6.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝко-

ординатѝ контураѝ квадратаѝ соѝ сторонамиѝ ,ѝ .

Плотностьѝквадратаѝсчитатьѝпостоянной.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.7.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝкривойѝ ,ѝ ,

ограниченнойѝ точкамиѝ пересеченияѝ ееѝ сѝ осямиѝ координат.

(Ответ:ѝ13/3.)

2.8.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝполу-

окружностиѝ ,ѝсимметричнойѝотносительноѝосиѝОх.

(Ответ:ѝ( ,ѝ0).)

2.9.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝдугиѝод-

нойѝаркиѝциклоидыѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ( ,ѝ4/3).)

2.10.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝначалаѝко-

ординатѝотрезкаѝпрямой,ѝзаключенногоѝмеждуѝточкамиѝА(2,ѝ0)

иѝВ(0,ѝ1),ѝеслиѝлинейнаяѝплотностьѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝравнаѝ1.

(Ответ:ѝ .)
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2.11.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ центраѝ массѝ однородного

контураѝ сферическогоѝ треугольникаѝ ,ѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ( ,ѝ ,ѝ ).)

2.12.ѝВычислитьѝстатическиеѝмоментыѝотносительноѝкоор-

динатныхѝосейѝдугиѝастроидыѝ ,ѝ ,ѝрасполо-

женнойѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ ,4,ѝ ,4.)

2.13.ѝВычислитьѝмассуѝ отрезкаѝ прямойѝ ,ѝ заклю-

ченногоѝмеждуѝкоординатнымиѝосями,ѝ еслиѝлинейнаяѝплот-

ностьѝвѝкаждойѝегоѝточкеѝпропорциональнаѝквадратуѝабсциссы

вѝэтойѝточке,ѝаѝвѝточкеѝ(2,ѝ0)ѝравнаѝ4.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.14.ѝНайтиѝ статическийѝ моментѝ относительноѝ осиѝОу

однороднойѝ дугиѝ первогоѝ виткаѝ лемнискатыѝ Бернулли

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.15.ѝНайтиѝ работуѝ силыѝ ѝ приѝперемеще-

нииѝточечнойѝмассыѝmѝпоѝѝэллипсуѝѝ .ѝ(Ответ:

.)

2.16.ѝВычислитьѝмоментѝинерцииѝотносительноѝосиѝОzѝод-

нороднойѝ дугиѝ первогоѝ виткаѝ винтовойѝ линииѝ ,

,ѝz = t.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.17. Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ кривойѝ ,

,ѝ еслиѝплотностьѝвѝкаждойѝееѝ точкеѝпропорцио-

нальнаѝрасстояниюѝдоѝполюсаѝиѝприѝ ѝравнаѝ3.ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.18.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝоднороднойѝдуги

первогоѝ виткаѝ винтовойѝ линииѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ ).)
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2.19.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝкоорди-

натныхѝосейѝдугиѝчетвертиѝокружностиѝ ,ѝ ,

лежащейѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.20.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝдугиѝпервогоѝвит-

каѝвинтовойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝеслиѝлиней-

наяѝплотностьѝвѝкаждойѝееѝточкеѝпропорциональнаѝаппликате

этойѝточкиѝиѝвѝточкеѝ ѝравнаѝ1.ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ ,ѝ ).)

2.21.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝчетвертиѝэллипсаѝ ,

лежащейѝвѝпервомѝквадранте,ѝеслиѝлинейнаяѝплотностьѝвѝкаж-

дойѝееѝточкеѝравнаѝпроизведениюѝкоординатѝэтойѝточки.ѝ(От-

вет:ѝ14/9.)

2.22.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпере-

мещенииѝматериальнойѝточкиѝпоѝпрямойѝ ѝотѝточкиѝ(0,ѝ0)

доѝточкиѝ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

2.23.ѝВычислитьѝстатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОх

однороднойѝ дугиѝ цепнойѝ линииѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.24.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-

щенииѝматериальнойѝточкиѝвдольѝконтураѝквадрата,ѝ образо-

ванногоѝпрямымиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8.)

2.25.ѝВычислитьѝстатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОхѝод-

нороднойѝдугиѝкардиоидыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.26. Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ однойѝ аркиѝ циклоиды

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.27.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-

щенииѝ материальнойѝ точкиѝ вдольѝ окружностиѝ ,

ѝпоѝходуѝчасовойѝстрелки.ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.28.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-
щенииѝматериальнойѝточкиѝизѝначалаѝкоординатѝвѝточкуѝ(1,ѝ1)

поѝпараболеѝ .ѝ(Ответ:ѝ5/3.)

2.29.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-
щенииѝматериальнойѝточкиѝизѝначалаѝкоординатѝвѝточкуѝ(1,ѝ–3)

поѝпараболеѝ .ѝ(Ответ:ѝ10,5.)

2.30.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝосейѝко-

ординатѝоднородногоѝотрезкаѝпрямойѝ ,ѝзаключенного
междуѝ точкамиѝ (1, 2)ѝ иѝ (2, 4).ѝ Линейнуюѝ плотностьѝ отрезка

считатьѝравнойѝ1.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝѝ .)

Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝПоказать,ѝчтоѝвыражение

являетсяѝ полнымѝ дифференциаломѝ функцииѝ u(x,ѝ y).ѝ Найти
функциюѝu(x,ѝy).

Проверим,ѝ выполняетсяѝ лиѝ условиеѝ полногоѝ дифферен-

циалаѝ ѝдляѝфункцииѝu(x,ѝy).ѝИмеем:

,ѝ ,

,

.

Данноеѝ выражениеѝ являетсяѝ полнымѝ дифференциалом

функцииѝu(x,ѝy).ѝПоложивѝ ,ѝ ,ѝпоѝформулеѝ(14.16)

найдемѝu(x,ѝy):
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2.19.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝкоорди-

натныхѝосейѝдугиѝчетвертиѝокружностиѝ ,ѝ ,

лежащейѝвѝпервомѝквадранте.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.20.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝдугиѝпервогоѝвит-

каѝвинтовойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝеслиѝлиней-

наяѝплотностьѝвѝкаждойѝееѝточкеѝпропорциональнаѝаппликате

этойѝточкиѝиѝвѝточкеѝ ѝравнаѝ1.ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ ,ѝ ).)

2.21.ѝВычислитьѝмассуѝдугиѝчетвертиѝэллипсаѝ ,

лежащейѝвѝпервомѝквадранте,ѝеслиѝлинейнаяѝплотностьѝвѝкаж-

дойѝееѝточкеѝравнаѝпроизведениюѝкоординатѝэтойѝточки.ѝ(От-

вет:ѝ14/9.)

2.22.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпере-

мещенииѝматериальнойѝточкиѝпоѝпрямойѝ ѝотѝточкиѝ(0,ѝ0)

доѝточкиѝ(1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

2.23.ѝВычислитьѝстатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОх

однороднойѝ дугиѝ цепнойѝ линииѝ ,

.ѝ(Ответ:ѝ .)

2.24.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-

щенииѝматериальнойѝточкиѝвдольѝконтураѝквадрата,ѝ образо-

ванногоѝпрямымиѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ8.)

2.25.ѝВычислитьѝстатическийѝмоментѝотносительноѝосиѝОхѝод-

нороднойѝдугиѝкардиоидыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.26. Вычислитьѝ массуѝ дугиѝ однойѝ аркиѝ циклоиды

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.27.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-

щенииѝ материальнойѝ точкиѝ вдольѝ окружностиѝ ,

ѝпоѝходуѝчасовойѝстрелки.ѝ(Ответ:ѝ .)
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2.28.ѝВычислитьѝработуѝсилыѝ ѝприѝпереме-
щенииѝматериальнойѝточкиѝизѝначалаѝкоординатѝвѝточкуѝ(1,ѝ1)
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поѝпараболеѝ .ѝ(Ответ:ѝ10,5.)
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функцииѝu(x,ѝy).ѝПоложивѝ ,ѝ ,ѝпоѝформулеѝ(14.16)

найдемѝu(x,ѝy):

F y i x y+( )j+=

y x
2=

F x y–( )i 2y j+=

y 3– x
2=

y 2x=

Ix 28 5 3⁄= Iy 7 5 3⁄=

y

1 x
2

y
2+

-------------------- 1–⎝ ⎠
⎛ ⎞ d x x

1 x
2

y
2+

-------------------- 10–⎝ ⎠
⎛ ⎞ d y+

∂P
∂y
------- ∂Q

∂x
-------=⎝ ⎠

⎛ ⎞

P x ,ѝy( ) y

1 x
2

y
2+

-------------------- 1–= Q x ,ѝy( ) x

1 x
2

y
2+

-------------------- 10–=

∂P
∂y
------- ∂

∂y
------ y

1 x
2

y
2+

-------------------- 1–⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1 x

2
y

2
y–+ 2x

2
y⋅

1 x
2

y
2+( )

2
--------------------------------------------- 1 x

2
y

2–

1 x
2

y
2+( )

2
----------------------------= = =

∂Q
∂x
------- ∂

∂x
------ x

1 x
2

y
2+

-------------------- 10–⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1 x

2
y

2
y–+ 2x y

2⋅

1 x
2

y
2+( )

2
--------------------------------------------- 1 x

2
y

2–

1 x
2

y
2+( )

2
----------------------------= = =

x0 0= y0 0=



268

.

Результатѝвычисленийѝверен,ѝесли

,ѝ .

Сделаемѝпроверку:

,

.

Итак,ѝ .ѝ

2.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝосейѝкоор-

динатѝ однородногоѝ отрезкаѝ прямойѝ ,ѝ лежащего
междуѝточкамиѝ(0,ѝ3/2)ѝиѝ(2,ѝ–5/2).ѝЛинейнуюѝплотностьѝотрез-
каѝсчитатьѝравнойѝ1.ѝ

Используяѝ общиеѝ формулыѝ дляѝ вычисленияѝ моментов
инерции,ѝпоследовательноѝнаходим:

,

гдеѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,

,ѝ .
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14.4.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ14

1. Найтиѝ длинуѝ дугиѝ коническойѝ винтовойѝ линии

,ѝ ,ѝ ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0,ѝ0)ѝдоѝточки

А(а,ѝ0,ѝа).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝмассуѝучасткаѝцепнойѝлинииѝ ѝмежду

точкамиѝсѝабсциссамиѝ ѝиѝ ,ѝеслиѝплотностьѝлинии

вѝкаждойѝееѝточкеѝобратноѝпропорциональнаѝординатеѝточки,

причемѝплотностьѝвѝточкеѝ(0,ѝа)ѝравнаѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.ѝОпределитьѝмассуѝэллипсаѝ ,ѝеслиѝлиней-

наяѝ плотностьѝ вѝ каждойѝ егоѝ точкеѝ равнаѝ .ѝ (Ответ:

.)

4.ѝНайтиѝкоординатыѝцентраѝмассѝпервогоѝполувиткаѝвин-

товойѝлинииѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝсчитаяѝплотность

вѝкаждойѝееѝточкеѝпостоянной.ѝ(Ответ:ѝ(0,ѝ ,ѝ ).)

5.ѝВычислитьѝмоментыѝинерцииѝотносительноѝкоординат-
ныхѝосейѝиѝначалаѝкоординатѝчетвертиѝоднороднойѝокружнос-

тиѝ ,ѝ ,ѝлежащейѝвѝпервомѝквадрантеѝплос-

костиѝОуz.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

6.ѝ Найтиѝ моментѝ инерцииѝ относительноѝ осиѝОхѝ первого
виткаѝ винтовойѝ линииѝ ,ѝ ,ѝ .

(Ответ:ѝ .)

7.ѝПроверитьѝвыполнимостьѝформулыѝГринаѝдляѝинтегралаѝ

,

еслиѝ Lѝ –ѝ контурѝ треугольникаѝ соѝ сторонамиѝ x = 0,ѝ y = 0,

8.ѝПрименивѝформулуѝГрина,ѝвычислитьѝинтеграл
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поѝконтуруѝтреугольникаѝАВСѝсѝвершинамиѝА(2,ѝ0),ѝВ(2,ѝ2)ѝи

С(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ16/3.)

9.ѝДоказать,ѝчто

,

еслиѝLѝ–ѝзамкнутаяѝлиния,ѝсимметричнаяѝотносительноѝнача-

лаѝкоординат.ѝ

10.ѝДоказать,ѝчтоѝчисловоеѝзначениеѝинтеграла

,

гдеѝLѝ–ѝ замкнутыйѝконтур,ѝравноѝплощадиѝобласти,ѝ ограни-

ченнойѝэтимѝконтуром.ѝ

11.ѝДоказать,ѝчтоѝинтегралѝ

,

гдеѝLѝ–ѝлюбойѝзамкнутыйѝконтур,ѝ«пробегаемый»ѝвѝположи-

тельномѝнаправленииѝиѝохватывающийѝначалоѝкоординат,ѝра-

венѝ .ѝ

12.ѝНайтиѝфункциюѝпоѝданномуѝполномуѝдифференциалу

.

(Ответ:ѝ .)
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15.ѝЭЛЕМЕНТЫѝТЕОРИИѝПОЛЯ

15.1.ѝВЕКТОРНАЯѝФУНКЦИЯѝСКАЛЯРНОГОѝ
АРГУМЕНТА.ѝПРОИЗВОДНАЯѝПОѝНАПРАВЛЕНИЮѝ

ИѝГРАДИЕНТ

Отображение,ѝкотороеѝкаждомуѝчислуѝ ѝставитѝвѝсоответствиеѝпо
некоторомуѝправилуѝединственныйѝвекторѝr,ѝназываетсяѝвекторнойѝфункцией
илиѝ вектор-функциейѝ скалярногоѝ аргументаѝ t.ѝ Ееѝ принятоѝ обозначать
r = r(t). Множествоѝ Тѝ называетсяѝ областьюѝ определенияѝ функцииѝ r(t).ѝ Вѝ ка-
чествеѝТѝобычноѝберутѝнекоторыйѝотрезокѝ[a;ѝb]ѝилиѝинтервалѝ(а;ѝb)ѝчисловой
оси.ѝЧислоѝtѝѝназываютѝтакжеѝпараметром.ѝ

Какѝиѝлюбойѝпостоянныйѝвектор,ѝвектор-функциюѝскалярногоѝаргумента
r(t)ѝприѝлюбомѝфиксированномѝзначенииѝtѝможноѝоднозначноѝразложитьѝпо
базисуѝi,ѝj,ѝk:

r = r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k. (15.1)

Очевидно,ѝчтоѝкоординатыѝх,ѝу,ѝzѝвектор-функцииѝr = r(t)ѝвѝэтомѝбазисеѝявля-
ютсяѝфункциямиѝx(t),ѝy(t),ѝz(t),ѝобластьѝопределенияѝкоторыхѝсовпадаетѝсѝТ.
Поэтомуѝимеютѝместоѝтриѝскалярныхѝравенства:

x = x(t),ѝy = y(t),ѝz = z(t). (15.2)

Еслиѝ векторѝ rѝ откладыватьѝ изѝ одной
точкиѝОѝприѝразличныхѝзначенияхѝ ,
тоѝегоѝконецѝM(t)ѝопишетѝвѝпространстве,
вообщеѝговоря,ѝлинию,ѝкотораяѝназывает-
сяѝ годографомѝ вектор-функцииѝ r = r(t).
Точкаѝ Оѝ называетсяѝ полюсомѝ годографа.
Равенствоѝ (15.1)ѝ называютѝ вѝ этомѝ случае
векторно-параметрическимѝуравнениемѝго-
дографа,ѝаѝравенстваѝ(15.2)ѝ–ѝегоѝпарамет-
рическимиѝуравнениямиѝ(рис.ѝ15.1).

Приведемѝнесколькоѝпримеров.ѝ
1.ѝГодографом,ѝзадаваемымѝвекторно-

параметрическимѝ уравнениемѝ вида
r = r(t) = r0 + st,ѝ гдеѝ r0ѝ –ѝ радиус-вектор
точкиѝM0(x0,ѝy0,ѝz0),ѝsѝ–ѝнекоторыйѝзадан-
ныйѝвектор,ѝявляетсяѝпрямаяѝвѝпростран-
стве,ѝ проходящаяѝ черезѝ точкуѝ M0,ѝ сѝ на-
правляющимѝвекторомѝs.

2.ѝ Годограф,ѝ задаваемыйѝ параметрическимиѝ уравнениямиѝ ,

,ѝ ѝ( ,ѝa,ѝbѝ–ѝпостоянные),ѝявляетсяѝвинтовойѝли-

нией,ѝрасположеннойѝнаѝкруговомѝцилиндреѝрадиусомѝаѝсѝосьюѝОz).ѝ

t T R∈ ∈

Р и с .ѝ15.1

t T∈

x a tcos=
y a tsin= z b t= t ∞; ѝ– ∞( )∈
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поѝконтуруѝтреугольникаѝАВСѝсѝвершинамиѝА(2,ѝ0),ѝВ(2,ѝ2)ѝи

С(0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ16/3.)

9.ѝДоказать,ѝчто

,

еслиѝLѝ–ѝзамкнутаяѝлиния,ѝсимметричнаяѝотносительноѝнача-

лаѝкоординат.ѝ

10.ѝДоказать,ѝчтоѝчисловоеѝзначениеѝинтеграла

,

гдеѝLѝ–ѝ замкнутыйѝконтур,ѝравноѝплощадиѝобласти,ѝ ограни-

ченнойѝэтимѝконтуром.ѝ

11.ѝДоказать,ѝчтоѝинтегралѝ

,

гдеѝLѝ–ѝлюбойѝзамкнутыйѝконтур,ѝ«пробегаемый»ѝвѝположи-

тельномѝнаправленииѝиѝохватывающийѝначалоѝкоординат,ѝра-

венѝ .ѝ

12.ѝНайтиѝфункциюѝпоѝданномуѝполномуѝдифференциалу

.

(Ответ:ѝ .)
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15.ѝЭЛЕМЕНТЫѝТЕОРИИѝПОЛЯ

15.1.ѝВЕКТОРНАЯѝФУНКЦИЯѝСКАЛЯРНОГОѝ
АРГУМЕНТА.ѝПРОИЗВОДНАЯѝПОѝНАПРАВЛЕНИЮѝ

ИѝГРАДИЕНТ

Отображение,ѝкотороеѝкаждомуѝчислуѝ ѝставитѝвѝсоответствиеѝпо
некоторомуѝправилуѝединственныйѝвекторѝr,ѝназываетсяѝвекторнойѝфункцией
илиѝ вектор-функциейѝ скалярногоѝ аргументаѝ t.ѝ Ееѝ принятоѝ обозначать
r = r(t). Множествоѝ Тѝ называетсяѝ областьюѝ определенияѝ функцииѝ r(t).ѝ Вѝ ка-
чествеѝТѝобычноѝберутѝнекоторыйѝотрезокѝ[a;ѝb]ѝилиѝинтервалѝ(а;ѝb)ѝчисловой
оси.ѝЧислоѝtѝѝназываютѝтакжеѝпараметром.ѝ

Какѝиѝлюбойѝпостоянныйѝвектор,ѝвектор-функциюѝскалярногоѝаргумента
r(t)ѝприѝлюбомѝфиксированномѝзначенииѝtѝможноѝоднозначноѝразложитьѝпо
базисуѝi,ѝj,ѝk:

r = r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k. (15.1)

Очевидно,ѝчтоѝкоординатыѝх,ѝу,ѝzѝвектор-функцииѝr = r(t)ѝвѝэтомѝбазисеѝявля-
ютсяѝфункциямиѝx(t),ѝy(t),ѝz(t),ѝобластьѝопределенияѝкоторыхѝсовпадаетѝсѝТ.
Поэтомуѝимеютѝместоѝтриѝскалярныхѝравенства:

x = x(t),ѝy = y(t),ѝz = z(t). (15.2)

Еслиѝ векторѝ rѝ откладыватьѝ изѝ одной
точкиѝОѝприѝразличныхѝзначенияхѝ ,
тоѝегоѝконецѝM(t)ѝопишетѝвѝпространстве,
вообщеѝговоря,ѝлинию,ѝкотораяѝназывает-
сяѝ годографомѝ вектор-функцииѝ r = r(t).
Точкаѝ Оѝ называетсяѝ полюсомѝ годографа.
Равенствоѝ (15.1)ѝ называютѝ вѝ этомѝ случае
векторно-параметрическимѝуравнениемѝго-
дографа,ѝаѝравенстваѝ(15.2)ѝ–ѝегоѝпарамет-
рическимиѝуравнениямиѝ(рис.ѝ15.1).

Приведемѝнесколькоѝпримеров.ѝ
1.ѝГодографом,ѝзадаваемымѝвекторно-

параметрическимѝ уравнениемѝ вида
r = r(t) = r0 + st,ѝ гдеѝ r0ѝ –ѝ радиус-вектор
точкиѝM0(x0,ѝy0,ѝz0),ѝsѝ–ѝнекоторыйѝзадан-
ныйѝвектор,ѝявляетсяѝпрямаяѝвѝпростран-
стве,ѝ проходящаяѝ черезѝ точкуѝ M0,ѝ сѝ на-
правляющимѝвекторомѝs.

2.ѝ Годограф,ѝ задаваемыйѝ параметрическимиѝ уравнениямиѝ ,

,ѝ ѝ( ,ѝa,ѝbѝ–ѝпостоянные),ѝявляетсяѝвинтовойѝли-

нией,ѝрасположеннойѝнаѝкруговомѝцилиндреѝрадиусомѝаѝсѝосьюѝОz).ѝ
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Вѝслучае,ѝкогдаѝ tѝ–ѝвремя,ѝаѝx(t),ѝy(t),ѝz(t)ѝимеютѝразмерностьѝдлины,ѝра-
венстваѝ(15.1)ѝиѝ(15.2)ѝназываютсяѝсоответственноѝвекторно-параметрическим
иѝпараметрическимиѝуравнениямиѝдвиженияѝточки,ѝаѝсоответствующийѝимѝго-
дографѝ–ѝтраекториейѝееѝдвижения.ѝ

Еслиѝ
,ѝ ,ѝ ,ѝ

тоѝвекторѝr0 = x0i + y0j + z0kѝназываетсяѝпределомѝвектор-функцииѝr(t)ѝвѝточке

t = t0.ѝВѝэтомѝслучаеѝпишут:ѝ .ѝ

Еслиѝ ,ѝтоѝвекторнаяѝфункцияѝ ѝназываетсяѝнепрерыв-

нойѝвѝточкеѝ .

Еслиѝ ѝ –ѝ произвольноеѝ приращениеѝ параметра,ѝ тоѝ

ѝназываетсяѝприращениемѝвектор-функцииѝ .
Еслиѝсуществуетѝпредел

,ѝ

тоѝонѝназываетсяѝпроизводнойѝвектор-функцииѝ ѝвѝточкеѝ tѝиѝобозначается

,ѝилиѝ ,ѝилиѝ .ѝ

Векторѝ ѝвсегдаѝнаправленѝпоѝкасательнойѝкѝгодографуѝфункцииѝ ѝв

сторонуѝвозрастанияѝпараметраѝt.ѝСѝмеханическойѝточкиѝзренияѝ ѝестьѝвектор
мгновеннойѝскоростиѝдвиженияѝматериальнойѝточкиѝпоѝтраектории,ѝявляющейся
годографомѝфункцииѝr = ,ѝвѝмоментѝвремениѝtѝвѝточкеѝM(t)ѝ(см.ѝрис.ѝ15.1).

Еслиѝсуществуютѝпроизводныеѝѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝтоѝсуществуетѝ ѝи

. (15.3)

Такѝкакѝвекторѝ ѝнаправленѝпоѝкасательнойѝкѝкривойѝвѝточкеѝM0(t0),

определяемойѝуравнениямиѝ(15.2),ѝтоѝуравненияѝкасательнойѝкѝэтойѝкривойѝв
точкеѝM0ѝзапишутсяѝследующимѝобразом:

. (15.4)

Плоскость,ѝ перпендикулярнаяѝкѝкасательнойѝиѝпроходящаяѝчерезѝ точку
касанияѝM0(t0),ѝназываетсяѝнормальнойѝплоскостьюѝкѝкривойѝвѝэтойѝточке,ѝаѝее
уравнениеѝимеетѝвид

. (15.5)

Дляѝвекторныхѝфункцийѝскалярногоѝаргументаѝсправедливыѝследующие
правилаѝдифференцирования:

1)ѝ ;

2)ѝ ,ѝ ;

3)ѝ ;
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Пример 1. Найтиѝ производнуюѝ вектор-функцииѝ

ѝвѝточкеѝ .

Изѝформулыѝ(15.3)ѝследует,ѝчто

.

Поэтомуѝ .ѝ

Примерѝ2.ѝСоставитьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝиѝуравнение
нормальнойѝплоскостиѝкѝкривой,ѝзаданнойѝпараметрическимиѝуравнениями

,ѝ ,ѝ ,ѝвѝточкеѝМ0,ѝопределяемойѝзначе-

ниемѝпараметраѝ .ѝ

Находимѝ векторѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ Параметру

ѝнаѝкривойѝсоответствуетѝточкаѝM0(x(1),ѝy(1),ѝz(1)),ѝт.е.ѝM0(1,ѝ7,ѝ2).ѝСо-

гласноѝформуламѝ(15.4),ѝ(15.5)ѝуравненияѝкасательнойѝимеютѝвид

,

аѝуравнениеѝнормальнойѝплоскости
4(x – 1) + 7(y – 7) + 2(z–2) = 0.

Переходяѝ кѝ понятиюѝпроизводнойѝфункцииѝпоѝ направлению,ѝ отметим,
чтоѝ направлениеѝ вѝ пространствеѝ можноѝ задаватьѝ единичнымѝ вектором

,ѝгдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝуглы,ѝобразованныеѝвекторомѝ ѝи
осямиѝОх,ѝОу,ѝОzѝсоответственно.

Еслиѝданаѝфункцияѝ ,ѝопределеннаяѝвѝнекоторойѝокрестнос-
тиѝточкиѝM0(x0,ѝy0,ѝz0),ѝрадиус-векторѝкоторойѝr0 = (x0,ѝy0,ѝz0),ѝто

,

еслиѝонѝсуществует,ѝназываетсяѝпроизводнойѝфункцииѝ ѝвѝточке

M0(x0,ѝy0,ѝz0)ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ ѝиѝобозначаетсяѝ ,ѝт.е.ѝпоѝопре-

делению

.

Справедливаѝследующаяѝформула:

. (15.6)

Вѝслучаеѝфункцииѝдвухѝпеременныхѝ ѝформулаѝ(15.6)ѝупрощается:
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Вѝслучае,ѝкогдаѝ tѝ–ѝвремя,ѝаѝx(t),ѝy(t),ѝz(t)ѝимеютѝразмерностьѝдлины,ѝра-
венстваѝ(15.1)ѝиѝ(15.2)ѝназываютсяѝсоответственноѝвекторно-параметрическим
иѝпараметрическимиѝуравнениямиѝдвиженияѝточки,ѝаѝсоответствующийѝимѝго-
дографѝ–ѝтраекториейѝееѝдвижения.ѝ

Еслиѝ
,ѝ ,ѝ ,ѝ

тоѝвекторѝr0 = x0i + y0j + z0kѝназываетсяѝпределомѝвектор-функцииѝr(t)ѝвѝточке

t = t0.ѝВѝэтомѝслучаеѝпишут:ѝ .ѝ

Еслиѝ ,ѝтоѝвекторнаяѝфункцияѝ ѝназываетсяѝнепрерыв-

нойѝвѝточкеѝ .

Еслиѝ ѝ –ѝ произвольноеѝ приращениеѝ параметра,ѝ тоѝ

ѝназываетсяѝприращениемѝвектор-функцииѝ .
Еслиѝсуществуетѝпредел

,ѝ

тоѝонѝназываетсяѝпроизводнойѝвектор-функцииѝ ѝвѝточкеѝ tѝиѝобозначается

,ѝилиѝ ,ѝилиѝ .ѝ

Векторѝ ѝвсегдаѝнаправленѝпоѝкасательнойѝкѝгодографуѝфункцииѝ ѝв

сторонуѝвозрастанияѝпараметраѝt.ѝСѝмеханическойѝточкиѝзренияѝ ѝестьѝвектор
мгновеннойѝскоростиѝдвиженияѝматериальнойѝточкиѝпоѝтраектории,ѝявляющейся
годографомѝфункцииѝr = ,ѝвѝмоментѝвремениѝtѝвѝточкеѝM(t)ѝ(см.ѝрис.ѝ15.1).

Еслиѝсуществуютѝпроизводныеѝѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝтоѝсуществуетѝ ѝи

. (15.3)

Такѝкакѝвекторѝ ѝнаправленѝпоѝкасательнойѝкѝкривойѝвѝточкеѝM0(t0),

определяемойѝуравнениямиѝ(15.2),ѝтоѝуравненияѝкасательнойѝкѝэтойѝкривойѝв
точкеѝM0ѝзапишутсяѝследующимѝобразом:

. (15.4)

Плоскость,ѝ перпендикулярнаяѝкѝкасательнойѝиѝпроходящаяѝчерезѝ точку
касанияѝM0(t0),ѝназываетсяѝнормальнойѝплоскостьюѝкѝкривойѝвѝэтойѝточке,ѝаѝее
уравнениеѝимеетѝвид

. (15.5)

Дляѝвекторныхѝфункцийѝскалярногоѝаргументаѝсправедливыѝследующие
правилаѝдифференцирования:

1)ѝ ;

2)ѝ ,ѝ ;

3)ѝ ;

4)ѝ .

x t( )
t t0→
lim x0= y t( )

t t0→
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·
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r ′ t0( )

x x t0( )–
x ′ t0( )

---------------------
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---------------------
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--------------------= =

x ′ t0( ) x x t0( )–( ) y ′ t0( ) y y t0( )–( ) z ′ t0( ) z z t0( )–( )+ + 0=

r1 t( ) r2 t( )+( )′ r′1 t( ) r′2 t( )+=

C r t( )( )′ C r ′ t( )= C const=
r1 t( ) r2 t( )⋅( )′ r′1 t( ) r2 t( )⋅ r1 t( )+ r ′2 t( )⋅=

r1 t( ) r2 t( )×( )′ r ′1 t( ) r2 t( )× r1 t( )+ r′2 t( )×=
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Пример 1. Найтиѝ производнуюѝ вектор-функцииѝ

ѝвѝточкеѝ .

Изѝформулыѝ(15.3)ѝследует,ѝчто

.

Поэтомуѝ .ѝ

Примерѝ2.ѝСоставитьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝиѝуравнение
нормальнойѝплоскостиѝкѝкривой,ѝзаданнойѝпараметрическимиѝуравнениями

,ѝ ,ѝ ,ѝвѝточкеѝМ0,ѝопределяемойѝзначе-

ниемѝпараметраѝ .ѝ

Находимѝ векторѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ Параметру

ѝнаѝкривойѝсоответствуетѝточкаѝM0(x(1),ѝy(1),ѝz(1)),ѝт.е.ѝM0(1,ѝ7,ѝ2).ѝСо-

гласноѝформуламѝ(15.4),ѝ(15.5)ѝуравненияѝкасательнойѝимеютѝвид

,

аѝуравнениеѝнормальнойѝплоскости
4(x – 1) + 7(y – 7) + 2(z–2) = 0.

Переходяѝ кѝ понятиюѝпроизводнойѝфункцииѝпоѝ направлению,ѝ отметим,
чтоѝ направлениеѝ вѝ пространствеѝ можноѝ задаватьѝ единичнымѝ вектором

,ѝгдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝуглы,ѝобразованныеѝвекторомѝ ѝи
осямиѝОх,ѝОу,ѝОzѝсоответственно.

Еслиѝданаѝфункцияѝ ,ѝопределеннаяѝвѝнекоторойѝокрестнос-
тиѝточкиѝM0(x0,ѝy0,ѝz0),ѝрадиус-векторѝкоторойѝr0 = (x0,ѝy0,ѝz0),ѝто

,

еслиѝонѝсуществует,ѝназываетсяѝпроизводнойѝфункцииѝ ѝвѝточке

M0(x0,ѝy0,ѝz0)ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ ѝиѝобозначаетсяѝ ,ѝт.е.ѝпоѝопре-

делению

.

Справедливаѝследующаяѝформула:

. (15.6)

Вѝслучаеѝфункцииѝдвухѝпеременныхѝ ѝформулаѝ(15.6)ѝупрощается:
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s
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s
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-----------------------------------------------
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-------------------- αcos
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∂z
-------------------- γcos+ +=

z f x ,ѝy( )=
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, (15.7)

гдеѝ ;ѝ .

Частныеѝ производныеѝфункцииѝ ѝ являютсяѝ производными
этойѝфункцииѝпоѝнаправлениямѝкоординатныхѝосей.ѝСѝфизическойѝточкиѝзре-
нияѝ ѝможноѝтрактоватьѝкакѝскоростьѝизмененияѝфункцииѝиѝвѝданнойѝточ-
кеѝвѝзаданномѝнаправлении.ѝ

ПроизводнойѝвдольѝкривойѝLѝназываютѝпроизводнуюѝпоѝнаправлениюѝори-
ентированнойѝкасательнойѝкѝкривойѝL,ѝвычисленнуюѝвѝточкеѝкасания.

Всякойѝдифференцируемойѝфункцииѝ ѝсоответствуетѝвектор

сѝкоординатамиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝкоторыйѝназываетсяѝгра-
диентомѝфункцииѝиѝвѝточкеѝМѝиѝобозначаетсяѝgradѝu.ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопре-
делению

. (15.8)

Еслиѝ ,ѝтоѝизѝформулѝ(15.6)ѝиѝ(15.8)ѝимеем:

.

Изѝэтойѝ связиѝмеждуѝпроизводнойѝпоѝнаправлениюѝиѝ градиентомѝфункции
ѝ(илиѝ )ѝследует,ѝчто:

1)ѝградиентѝфункцииѝuѝ(илиѝz)ѝнаправленѝвѝсторонуѝмаксимальногоѝвозрас-
танияѝееѝзначений,ѝт.е.ѝ ѝ(илиѝ )ѝимеетѝнаибольшееѝзначениеѝвѝна-
правленииѝградиентаѝ(рис.ѝ15.2);

∂z M0( )

∂s
-------------------
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∂y
------------------- βcos+=

s
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∂u
∂y
------ ,ѝ

∂u
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∂x
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∂u
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s
0 α,ѝ β,ѝ γcoscoscos( )=

∂u M( )
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s
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∂u ∂s⁄ ∂z ∂s⁄

Р и с .ѝ15.2

Р и с .ѝ15.3
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2)ѝеслиѝединичныйѝвекторѝ ѝперпендикуляренѝкѝgradѝuѝ(илиѝgradѝz),ѝто

= 0ѝ(илиѝ = 0)ѝ(см.ѝрис.ѝ15.2);

3)ѝвекторѝ ѝ(илиѝ )ѝимеетѝнаправлениеѝнормалиѝвѝточке
Мѝповерхностиѝ(илиѝлинии)ѝуровняѝфункцииѝuѝ(илиѝz)ѝ(рис.ѝ15.3,ѝа,ѝб).

Перечислимѝсвойстваѝградиентаѝѝлюбойѝдифференцируемойѝфункции:

1)ѝ ;ѝ

2)ѝ ,ѝ ;

3)ѝ .

Примерѝ3.ѝНайтиѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточкеѝМ1(–2,
3,ѝ6)ѝпоѝнаправлениюѝкѝточкеѝМ2(–1,ѝ1,ѝ4).

ЧастныеѝпроизводныеѝфункцииѝuѝвѝточкеѝМ1:

,ѝ

,

.

Единичныйѝвектор,ѝсовпадающийѝпоѝнаправлениюѝсѝвекторомѝ ,ѝ

.

Тогдаѝпоѝформулеѝ(15.6)ѝполучаем:

.ѝ

Примерѝ4.ѝѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,

1),ѝпринадлежащейѝпараболеѝ ,ѝпоѝнаправлениюѝэтойѝкривойѝ(вѝнаправ-
ленииѝвозрастанияѝабсциссы).ѝ

Заѝнаправлениеѝ ѝпараболыѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1)ѝберемѝнаправление

касательнойѝкѝпараболеѝвѝэтойѝточке,ѝзадаваемойѝугломѝ ,ѝкоторыйѝкасатель-
наяѝсоставляетѝсѝосьюѝОх.ѝТогдаѝимеем:

,ѝ ,ѝ

,ѝ .

s
0

∂u ∂s⁄ ∂z ∂s⁄
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, (15.7)

гдеѝ ;ѝ .

Частныеѝ производныеѝфункцииѝ ѝ являютсяѝ производными
этойѝфункцииѝпоѝнаправлениямѝкоординатныхѝосей.ѝСѝфизическойѝточкиѝзре-
нияѝ ѝможноѝтрактоватьѝкакѝскоростьѝизмененияѝфункцииѝиѝвѝданнойѝточ-
кеѝвѝзаданномѝнаправлении.ѝ

ПроизводнойѝвдольѝкривойѝLѝназываютѝпроизводнуюѝпоѝнаправлениюѝори-
ентированнойѝкасательнойѝкѝкривойѝL,ѝвычисленнуюѝвѝточкеѝкасания.

Всякойѝдифференцируемойѝфункцииѝ ѝсоответствуетѝвектор

сѝкоординатамиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝкоторыйѝназываетсяѝгра-
диентомѝфункцииѝиѝвѝточкеѝМѝиѝобозначаетсяѝgradѝu.ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопре-
делению

. (15.8)

Еслиѝ ,ѝтоѝизѝформулѝ(15.6)ѝиѝ(15.8)ѝимеем:

.

Изѝэтойѝ связиѝмеждуѝпроизводнойѝпоѝнаправлениюѝиѝ градиентомѝфункции
ѝ(илиѝ )ѝследует,ѝчто:

1)ѝградиентѝфункцииѝuѝ(илиѝz)ѝнаправленѝвѝсторонуѝмаксимальногоѝвозрас-
танияѝееѝзначений,ѝт.е.ѝ ѝ(илиѝ )ѝимеетѝнаибольшееѝзначениеѝвѝна-
правленииѝградиентаѝ(рис.ѝ15.2);
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2)ѝеслиѝединичныйѝвекторѝ ѝперпендикуляренѝкѝgradѝuѝ(илиѝgradѝz),ѝто

= 0ѝ(илиѝ = 0)ѝ(см.ѝрис.ѝ15.2);

3)ѝвекторѝ ѝ(илиѝ )ѝимеетѝнаправлениеѝнормалиѝвѝточке
Мѝповерхностиѝ(илиѝлинии)ѝуровняѝфункцииѝuѝ(илиѝz)ѝ(рис.ѝ15.3,ѝа,ѝб).

Перечислимѝсвойстваѝградиентаѝѝлюбойѝдифференцируемойѝфункции:

1)ѝ ;ѝ

2)ѝ ,ѝ ;

3)ѝ .

Примерѝ3.ѝНайтиѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточкеѝМ1(–2,
3,ѝ6)ѝпоѝнаправлениюѝкѝточкеѝМ2(–1,ѝ1,ѝ4).

ЧастныеѝпроизводныеѝфункцииѝuѝвѝточкеѝМ1:

,ѝ

,

.

Единичныйѝвектор,ѝсовпадающийѝпоѝнаправлениюѝсѝвекторомѝ ,ѝ

.

Тогдаѝпоѝформулеѝ(15.6)ѝполучаем:

.ѝ

Примерѝ4.ѝѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,

1),ѝпринадлежащейѝпараболеѝ ,ѝпоѝнаправлениюѝэтойѝкривойѝ(вѝнаправ-
ленииѝвозрастанияѝабсциссы).ѝ

Заѝнаправлениеѝ ѝпараболыѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1)ѝберемѝнаправление

касательнойѝкѝпараболеѝвѝэтойѝточке,ѝзадаваемойѝугломѝ ,ѝкоторыйѝкасатель-
наяѝсоставляетѝсѝосьюѝОх.ѝТогдаѝимеем:

,ѝ ,ѝ

,ѝ .
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НаходимѝчастныеѝпроизводныеѝфункцииѝzѝвѝточкеѝМ0:

,ѝѝ .

Подставляяѝполученныеѝзначенияѝвѝформулуѝ(15.7),ѝимеем:

.

АЗ-15.1

1.ѝ Найтиѝ значениеѝ производнойѝ вектор-функцииѝ

ѝ приѝ t = 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

2.ѝДаноѝвекторно-параметрическоеѝуравнениеѝдвижения

точкиѝ М:ѝ .ѝ Вычислить

скоростьѝ ѝиѝускорениеѝ ѝдвиженияѝточкиѝвѝмоментѝвре-

мениѝt = 0,5.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

3.ѝ Даноѝ уравнениеѝ движенияѝ материальнойѝ точки:ѝ

.ѝ Определитьѝ траекториюѝ движения,

вычислитьѝскоростьѝ ѝиѝускорениеѝ ѝдвиженияѝэтойѝточ-

киѝвѝлюбойѝмоментѝвремениѝt.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ ,

ѝ(винтоваяѝлиния);ѝ ,ѝ .)

4.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямойѝи

нормальнойѝплоскостиѝкѝкривойѝ ѝвѝточкеѝt = 3.

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

5.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямой
иѝ нормальнойѝ плоскостиѝ кѝ кривой,ѝ заданнойѝ уравнениями

,ѝ ,ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ

,ѝ .)
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6.ѝДоказать,ѝчтоѝвекторѝrѝперпендикуляренѝкѝвекторуѝ ,ѝес-

лиѝ .

7.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ

вѝточкеѝМ1(1,ѝ3,ѝ2)ѝпоѝнаправлениюѝкѝточкеѝМ2(0,ѝ5,ѝ0).ѝ(Ответ:

–11/3.)

8.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточке
М0(3,ѝ4)ѝпоѝнаправлению:ѝа)ѝвектораѝа = (1,ѝ1);ѝб)ѝрадиуса-векто-

раѝточкиѝМ0;ѝв)ѝвектораѝs = (4,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ1;ѝв)ѝ0.)

9.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточ-

кеѝМ0(2,ѝ–2)ѝокружностиѝ ѝвдольѝдугиѝэтойѝокруж-

ности.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ

вѝ точкеѝМ0(0,ѝ 1,ѝ 1)ѝ поѝ направлениюѝ окружностиѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

11.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ единичногоѝ вектора,ѝ направ-

ленногоѝпоѝнормалиѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточ-

кеѝМ0(1,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

12.ѝНайтиѝgradѝuѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,ѝ1),ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ .)

13.ѝНайтиѝуголѝ ѝмеждуѝградиентамиѝфункцийѝ

ѝ иѝ ѝ вѝ точкеѝ М0(2,ѝ 1/3,ѝ ).ѝ (Ответ:

.)

14.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝподъемаѝ ѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(2,ѝ 1,ѝ 8).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)
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НаходимѝчастныеѝпроизводныеѝфункцииѝzѝвѝточкеѝМ0:

,ѝѝ .

Подставляяѝполученныеѝзначенияѝвѝформулуѝ(15.7),ѝимеем:

.

АЗ-15.1

1.ѝ Найтиѝ значениеѝ производнойѝ вектор-функцииѝ

ѝ приѝ t = 1.ѝ (Ответ:ѝ

.)

2.ѝДаноѝвекторно-параметрическоеѝуравнениеѝдвижения

точкиѝ М:ѝ .ѝ Вычислить

скоростьѝ ѝиѝускорениеѝ ѝдвиженияѝточкиѝвѝмоментѝвре-

мениѝt = 0,5.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

3.ѝ Даноѝ уравнениеѝ движенияѝ материальнойѝ точки:ѝ

.ѝ Определитьѝ траекториюѝ движения,

вычислитьѝскоростьѝ ѝиѝускорениеѝ ѝдвиженияѝэтойѝточ-

киѝвѝлюбойѝмоментѝвремениѝt.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ ,

ѝ(винтоваяѝлиния);ѝ ,ѝ .)

4.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямойѝи

нормальнойѝплоскостиѝкѝкривойѝ ѝвѝточкеѝt = 3.

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

5.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямой
иѝ нормальнойѝ плоскостиѝ кѝ кривой,ѝ заданнойѝ уравнениями

,ѝ ,ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ

,ѝ .)
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6.ѝДоказать,ѝчтоѝвекторѝrѝперпендикуляренѝкѝвекторуѝ ,ѝес-

лиѝ .

7.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ

вѝточкеѝМ1(1,ѝ3,ѝ2)ѝпоѝнаправлениюѝкѝточкеѝМ2(0,ѝ5,ѝ0).ѝ(Ответ:

–11/3.)

8.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточке
М0(3,ѝ4)ѝпоѝнаправлению:ѝа)ѝвектораѝа = (1,ѝ1);ѝб)ѝрадиуса-векто-

раѝточкиѝМ0;ѝв)ѝвектораѝs = (4,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ1;ѝв)ѝ0.)

9.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝвѝточ-

кеѝМ0(2,ѝ–2)ѝокружностиѝ ѝвдольѝдугиѝэтойѝокруж-

ности.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ

вѝ точкеѝМ0(0,ѝ 1,ѝ 1)ѝ поѝ направлениюѝ окружностиѝ ,

,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

11.ѝ Вычислитьѝ координатыѝ единичногоѝ вектора,ѝ направ-

ленногоѝпоѝнормалиѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточ-

кеѝМ0(1,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

12.ѝНайтиѝgradѝuѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,ѝ1),ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ .)

13.ѝНайтиѝуголѝ ѝмеждуѝградиентамиѝфункцийѝ

ѝ иѝ ѝ вѝ точкеѝ М0(2,ѝ 1/3,ѝ ).ѝ (Ответ:

.)

14.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝподъемаѝ ѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(2,ѝ 1,ѝ 8).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

r′
r const=

u ln 3 x
2–( ) x y

2
z+=

z x
2

y
2+=

7 2 2⁄

z arctg y x⁄( )=

x
2

y
2+ 4x=

1 4⁄±

u ln x y x z y z+ +( )=
x tcos=

y tsin= z 1= 2±

z
2

x
2–( )x y z y

5– 5=
2

3 14
-------------,ѝ

1
3 14
-------------,ѝ

11
3 14
-------------⎝ ⎠

⎛ ⎞±

u x
2

y z x y
2

z– x y z
2+=

gradѝu 2i 2j– 2k+=

ϕ u
3
2
---x

2 +=

3y
2 2z

2–+ v x
2

y z= 3 2⁄

ϕ π 2⁄=

ϕ

z 2x
2

y
3⁄= tgϕ 8 10=

ϕ 87°40′≈



278

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ
вѝточкеѝМ0(2,ѝ1,ѝ1)ѝвѝнаправленииѝвектораѝs = –2i + j – k.ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.ѝВычислитьѝкоординатыѝединичногоѝвектора,ѝперпен-

дикулярногоѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,

1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝ 1.ѝ Вычислитьѝ производнуюѝ функцииѝ ѝ в

точкеѝМ0(1,ѝ4)ѝпараболыѝ ѝвѝнаправленииѝэтойѝкривой.

(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝ ѝподъемаѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(1,ѝ 1,ѝ 4).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

3.ѝ1.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямойѝи
нормальнойѝплоскостиѝкѝлинии,ѝзаданнойѝвекторно-параметри-

ческимѝ уравнениемѝ ѝ вѝ точкеѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝ ѝподъемаѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(1,ѝ 3,ѝ 12).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

15.2.ѝСКАЛЯРНЫЕѝИѝВЕКТОРНЫЕѝПОЛЯ

ЕслиѝвѝкаждойѝточкеѝM(x,ѝy,ѝz)ѝпространстваѝR3ѝ(илиѝегоѝчастиѝV )ѝопреде-
ленаѝскалярнаяѝвеличинаѝu = f (x,ѝy,ѝz),ѝтоѝговорят,ѝчтоѝвѝR3ѝ(илиѝV)ѝзаданоѝска-
лярноеѝполеѝu = u(M).ѝЭтоѝзначит,ѝчтоѝвсякаяѝчисловаяѝфункцияѝu(M) = f (x,ѝy,ѝz),
заданнаяѝвѝнекоторойѝобластиѝVѝпространстваѝR3,ѝопределяетѝвѝэтойѝобласти
скалярноеѝполе.ѝФункцияѝдвухѝпеременныхѝz = f (x,ѝy)ѝзадаетѝвѝнекоторойѝоб-
ластиѝDѝплоскостиѝОхуѝскалярноеѝполе,ѝназываемоеѝплоским.

Графическиѝскалярноеѝполеѝможноѝизображатьѝсѝпомощьюѝповерхностей
уровняѝf (x,ѝy,ѝz) = Сѝилиѝлинийѝуровняѝf (x,ѝy) = Сѝ(см.ѝрис.ѝ15.3).
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Дляѝ всякойѝ функцииѝ u = f (x,ѝ y,ѝ z),ѝ дифференцируемойѝ вѝ точкеѝ M0(x0,

y0, z0),ѝчислоѝ ѝопределяетѝскоростьѝизмененияѝскалярногоѝполяѝв

направленииѝ ѝ(см.ѝформулуѝ(15.6)).

ЕслиѝвѝкаждойѝточкеѝM(x,ѝy,ѝz)ѝпространстваѝR3ѝ(илиѝегоѝчастиѝV )ѝопреде-
ленѝвекторѝ ,ѝгдеѝP = P(x,ѝy,ѝz),ѝQ = Q(x,ѝy,ѝz),ѝR = R(x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝска-
лярныеѝфункции,ѝтоѝговорят,ѝчтоѝвѝэтомѝпространствеѝ(илиѝвѝV)ѝзаданоѝвектор-
ноеѝполеѝ .ѝЕслиѝфункцииѝ P(x,ѝy,ѝz),ѝ Q(x,ѝy,ѝz),ѝ R(x,ѝy,ѝz)ѝнепрерывны,
тоѝполеѝвектораѝаѝназываетсяѝнепрерывным.

Примерамиѝвекторныхѝполейѝявляютсяѝполеѝскоростейѝтекущейѝжидкости,

полеѝскоростейѝточекѝтвердогоѝтела,ѝвращающегосяѝсѝугловойѝскоростьюѝ ѝво-
кругѝданнойѝоси,ѝполеѝэлектрическойѝилиѝмагнитнойѝнапряженностиѝиѝдр.ѝ

Линия,ѝвѝкаждойѝточкеѝМѝкоторойѝвекторѝа(М)ѝвекторногоѝполяѝ
направленѝ поѝ касательнойѝ кѝ линии,ѝ называетсяѝ векторнойѝ (силовой)ѝ линией
этогоѝполя.

Примерамиѝвекторныхѝлинийѝмогутѝслужитьѝлинииѝтокаѝжидкости,ѝсило-
выеѝлинииѝмагнитногоѝполя,ѝтраекторииѝточекѝвращающегосяѝтела.ѝ

Областьѝпространства,ѝцеликомѝсостоящаяѝизѝвекторныхѝлиний,ѝназыва-
етсяѝ векторнойѝтрубкой.ѝ Вѝ каждойѝ точкеѝМѝ поверхностиѝ векторнойѝ трубки
векторѝаѝлежитѝвѝплоскости,ѝкасательнойѝкѝэтойѝтрубкеѝвѝточкеѝМ.ѝ

Векторноеѝ(илиѝскалярное)ѝполе,ѝкоординатыѝкоторогоѝнеѝзависятѝотѝвре-
мени,ѝназываетсяѝустановившимсяѝилиѝстационарным.ѝ

Еслиѝr(t)ѝ–ѝрадиус-векторѝвекторнойѝлинииѝвекторногоѝполяѝ ,
тоѝуравненияѝвекторныхѝлинийѝопределяютсяѝизѝсистемыѝдифференциальных
уравнений

. (15.9)

Примерѝ1.ѝНайтиѝвекторнуюѝлиниюѝвекторногоѝполяѝ ,
проходящуюѝчерезѝточкуѝМ0(1,ѝ0,ѝ0).

Наѝ основанииѝ формулыѝ (15.9)ѝ получаемѝ системуѝ дифференциальных
уравнений

.

Решаемѝее:

,ѝ ,ѝ ,

илиѝвѝпараметрическомѝвидеѝѝ ,ѝ ;

,ѝ ,ѝ ,ѝ .

ТакѝкакѝвекторнаяѝлинияѝдолжнаѝпроходитьѝчерезѝточкуѝМ0(1,ѝ0,ѝ0),ѝтоѝлег-
коѝнаходим,ѝчтоѝпостоянныеѝинтегрированияѝС1 = 1,ѝС2 = 0.ѝУравненияѝвек-

торнойѝлинииѝвекторногоѝполяѝ ѝимеютѝследующийѝвид:ѝ ,

,ѝz = btѝ(винтоваяѝлиния).
Векторноеѝполе,ѝ порожденноеѝ градиентомѝскалярногоѝполяѝu(М) = f (x,ѝy,ѝ z)

(илиѝz(М) = f (x,ѝy)),ѝназываетсяѝполемѝградиента.ѝСогласноѝсвойствуѝ3ѝгради-
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Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝВычислитьѝпроизводнуюѝфункцииѝ
вѝточкеѝМ0(2,ѝ1,ѝ1)ѝвѝнаправленииѝвектораѝs = –2i + j – k.ѝ(От-

вет:ѝ .)

2.ѝВычислитьѝкоординатыѝединичногоѝвектора,ѝперпен-

дикулярногоѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,

1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.ѝ 1.ѝ Вычислитьѝ производнуюѝ функцииѝ ѝ в

точкеѝМ0(1,ѝ4)ѝпараболыѝ ѝвѝнаправленииѝэтойѝкривой.

(Ответ:ѝ .)

2.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝ ѝподъемаѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(1,ѝ 1,ѝ 4).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

3.ѝ1.ѝЗаписатьѝканоническиеѝуравненияѝкасательнойѝпрямойѝи
нормальнойѝплоскостиѝкѝлинии,ѝзаданнойѝвекторно-параметри-

ческимѝ уравнениемѝ ѝ вѝ точкеѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2.ѝНайтиѝнаибольшуюѝкрутизнуѝ ѝподъемаѝповерхности

ѝ вѝ точкеѝ М0(1,ѝ 3,ѝ 12).ѝ (Ответ:ѝ ,

.)

15.2.ѝСКАЛЯРНЫЕѝИѝВЕКТОРНЫЕѝПОЛЯ

ЕслиѝвѝкаждойѝточкеѝM(x,ѝy,ѝz)ѝпространстваѝR3ѝ(илиѝегоѝчастиѝV )ѝопреде-
ленаѝскалярнаяѝвеличинаѝu = f (x,ѝy,ѝz),ѝтоѝговорят,ѝчтоѝвѝR3ѝ(илиѝV)ѝзаданоѝска-
лярноеѝполеѝu = u(M).ѝЭтоѝзначит,ѝчтоѝвсякаяѝчисловаяѝфункцияѝu(M) = f (x,ѝy,ѝz),
заданнаяѝвѝнекоторойѝобластиѝVѝпространстваѝR3,ѝопределяетѝвѝэтойѝобласти
скалярноеѝполе.ѝФункцияѝдвухѝпеременныхѝz = f (x,ѝy)ѝзадаетѝвѝнекоторойѝоб-
ластиѝDѝплоскостиѝОхуѝскалярноеѝполе,ѝназываемоеѝплоским.

Графическиѝскалярноеѝполеѝможноѝизображатьѝсѝпомощьюѝповерхностей
уровняѝf (x,ѝy,ѝz) = Сѝилиѝлинийѝуровняѝf (x,ѝy) = Сѝ(см.ѝрис.ѝ15.3).
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Дляѝ всякойѝ функцииѝ u = f (x,ѝ y,ѝ z),ѝ дифференцируемойѝ вѝ точкеѝ M0(x0,

y0, z0),ѝчислоѝ ѝопределяетѝскоростьѝизмененияѝскалярногоѝполяѝв

направленииѝ ѝ(см.ѝформулуѝ(15.6)).

ЕслиѝвѝкаждойѝточкеѝM(x,ѝy,ѝz)ѝпространстваѝR3ѝ(илиѝегоѝчастиѝV )ѝопреде-
ленѝвекторѝ ,ѝгдеѝP = P(x,ѝy,ѝz),ѝQ = Q(x,ѝy,ѝz),ѝR = R(x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝска-
лярныеѝфункции,ѝтоѝговорят,ѝчтоѝвѝэтомѝпространствеѝ(илиѝвѝV)ѝзаданоѝвектор-
ноеѝполеѝ .ѝЕслиѝфункцииѝ P(x,ѝy,ѝz),ѝ Q(x,ѝy,ѝz),ѝ R(x,ѝy,ѝz)ѝнепрерывны,
тоѝполеѝвектораѝаѝназываетсяѝнепрерывным.

Примерамиѝвекторныхѝполейѝявляютсяѝполеѝскоростейѝтекущейѝжидкости,

полеѝскоростейѝточекѝтвердогоѝтела,ѝвращающегосяѝсѝугловойѝскоростьюѝ ѝво-
кругѝданнойѝоси,ѝполеѝэлектрическойѝилиѝмагнитнойѝнапряженностиѝиѝдр.ѝ

Линия,ѝвѝкаждойѝточкеѝМѝкоторойѝвекторѝа(М)ѝвекторногоѝполяѝ
направленѝ поѝ касательнойѝ кѝ линии,ѝ называетсяѝ векторнойѝ (силовой)ѝ линией
этогоѝполя.

Примерамиѝвекторныхѝлинийѝмогутѝслужитьѝлинииѝтокаѝжидкости,ѝсило-
выеѝлинииѝмагнитногоѝполя,ѝтраекторииѝточекѝвращающегосяѝтела.ѝ

Областьѝпространства,ѝцеликомѝсостоящаяѝизѝвекторныхѝлиний,ѝназыва-
етсяѝ векторнойѝтрубкой.ѝ Вѝ каждойѝ точкеѝМѝ поверхностиѝ векторнойѝ трубки
векторѝаѝлежитѝвѝплоскости,ѝкасательнойѝкѝэтойѝтрубкеѝвѝточкеѝМ.ѝ

Векторноеѝ(илиѝскалярное)ѝполе,ѝкоординатыѝкоторогоѝнеѝзависятѝотѝвре-
мени,ѝназываетсяѝустановившимсяѝилиѝстационарным.ѝ

Еслиѝr(t)ѝ–ѝрадиус-векторѝвекторнойѝлинииѝвекторногоѝполяѝ ,
тоѝуравненияѝвекторныхѝлинийѝопределяютсяѝизѝсистемыѝдифференциальных
уравнений

. (15.9)

Примерѝ1.ѝНайтиѝвекторнуюѝлиниюѝвекторногоѝполяѝ ,
проходящуюѝчерезѝточкуѝМ0(1,ѝ0,ѝ0).

Наѝ основанииѝ формулыѝ (15.9)ѝ получаемѝ системуѝ дифференциальных
уравнений

.

Решаемѝее:

,ѝ ,ѝ ,

илиѝвѝпараметрическомѝвидеѝѝ ,ѝ ;

,ѝ ,ѝ ,ѝ .

ТакѝкакѝвекторнаяѝлинияѝдолжнаѝпроходитьѝчерезѝточкуѝМ0(1,ѝ0,ѝ0),ѝтоѝлег-
коѝнаходим,ѝчтоѝпостоянныеѝинтегрированияѝС1 = 1,ѝС2 = 0.ѝУравненияѝвек-

торнойѝлинииѝвекторногоѝполяѝ ѝимеютѝследующийѝвид:ѝ ,

,ѝz = btѝ(винтоваяѝлиния).
Векторноеѝполе,ѝ порожденноеѝ градиентомѝскалярногоѝполяѝu(М) = f (x,ѝy,ѝ z)

(илиѝz(М) = f (x,ѝy)),ѝназываетсяѝполемѝградиента.ѝСогласноѝсвойствуѝ3ѝгради-
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ентаѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu(M)ѝ(илиѝgradѝz(M))ѝ–ѝэтоѝкривые,ѝвдольѝко-
торыхѝфункцияѝu = f (x,ѝy,ѝz)ѝ(илиѝz = f (x,ѝy))ѝмаксимальноѝвозрастаетѝ(убыва-
ет).ѝЭтиѝлинииѝвсегдаѝортогональныѝкѝповерхностямѝ(илиѝлиниям)ѝуровняѝска-
лярногоѝполяѝu(M)ѝ(илиѝz(M)).

Дифференциальныеѝ уравненияѝ дляѝ определенияѝ векторныхѝ линий
gradѝu(M)ѝимеютѝвид

. (15.10)

Примерѝ2.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

Согласноѝ определениюѝ (15.8)ѝ gradѝ u = xi + yj + zk,ѝ аѝ изѝ формулѝ (15.10)
следует,ѝчтоѝвекторныеѝлинииѝэтогоѝполяѝудовлетворяютѝсистемеѝдифферен-
циальныхѝуравнений

.

Находимѝрешенияѝэтойѝсистемы:

,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .

Полученныеѝ решенияѝ ,ѝ ѝ можноѝ представитьѝ вѝ виде

,ѝт.е.ѝвекторныеѝлинииѝзаданногоѝполяѝgradѝu(M)ѝпредставляют

собойѝсовокупностьѝпрямых,ѝпроходящихѝчерезѝначалоѝкоординатѝиѝортого-

нальныхѝмножествуѝповерхностейѝуровняѝ ѝ(сферы)ѝданной
функции.ѝ

АЗ-15.2

1.ѝЗаписатьѝуравненияѝиѝпостроитьѝповерхностиѝуровня
скалярныхѝполей,ѝопределяемыхѝследующимиѝфункциями:

а)ѝ ;ѝѝѝб)ѝ ;

в)ѝ .

2.ѝ Построитьѝ линииѝ уровняѝ плоскогоѝ скалярногоѝ поля
.

3.ѝНайтиѝградиентѝскалярногоѝполяѝ ,ѝгдеѝсѝ–ѝпо-
стоянныйѝвектор;ѝrѝ–ѝрадиус-векторѝточкиѝМ(х,ѝу,ѝz).ѝЗапи-
сатьѝуравнениеѝповерхностейѝуровняѝэтогоѝполяѝиѝвыяснить
ихѝрасположениеѝотносительноѝвектораѝс.ѝ
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4.ѝ Найтиѝ производнуюѝ скалярногоѝ поляѝ

ѝвѝточкеѝМ(–3,ѝ0,ѝ4)ѝвѝнаправленииѝнормалиѝкѝпо-

верхностиѝ ,ѝобразующейѝост-
рыйѝуголѝсѝосьюѝOz.ѝ(Ответ:ѝ–4/5.)

5.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

,ѝгдеѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

6.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝвекторногоѝполя,ѝесли:

а)ѝ ;ѝѝѝб)ѝ .ѝ

(Ответ:ѝа)ѝ ,ѝ ;ѝб)ѝ ,ѝ .)

7.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2. Вычислитьѝ координатыѝ единичногоѝ вектора,ѝ перпен-

дикулярногоѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточкеѝМ0(–1,ѝ1,ѝ2)ѝи

образующегоѝсѝосьюѝОуѝострыйѝугол.ѝ(Ответ:ѝ(–2/3,ѝ2/3,ѝ–1/3).)

2.ѝ1.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2. Вычислитьѝкоординатыѝединичногоѝвектораѝn0,ѝпер-
пендикулярногоѝ кѝ поверхностямѝ уровняѝ скалярногоѝ поля

ѝ иѝ образующегоѝ сѝ осьюѝ Оzѝ тупойѝ угол.

(Ответ:ѝn0 = (–2/3,ѝ3/7,ѝ–6/7).)

3.ѝ 1.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)
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ентаѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu(M)ѝ(илиѝgradѝz(M))ѝ–ѝэтоѝкривые,ѝвдольѝко-
торыхѝфункцияѝu = f (x,ѝy,ѝz)ѝ(илиѝz = f (x,ѝy))ѝмаксимальноѝвозрастаетѝ(убыва-
ет).ѝЭтиѝлинииѝвсегдаѝортогональныѝкѝповерхностямѝ(илиѝлиниям)ѝуровняѝска-
лярногоѝполяѝu(M)ѝ(илиѝz(M)).

Дифференциальныеѝ уравненияѝ дляѝ определенияѝ векторныхѝ линий
gradѝu(M)ѝимеютѝвид

. (15.10)

Примерѝ2.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

Согласноѝ определениюѝ (15.8)ѝ gradѝ u = xi + yj + zk,ѝ аѝ изѝ формулѝ (15.10)
следует,ѝчтоѝвекторныеѝлинииѝэтогоѝполяѝудовлетворяютѝсистемеѝдифферен-
циальныхѝуравнений

.

Находимѝрешенияѝэтойѝсистемы:

,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .

Полученныеѝ решенияѝ ,ѝ ѝ можноѝ представитьѝ вѝ виде

,ѝт.е.ѝвекторныеѝлинииѝзаданногоѝполяѝgradѝu(M)ѝпредставляют

собойѝсовокупностьѝпрямых,ѝпроходящихѝчерезѝначалоѝкоординатѝиѝортого-

нальныхѝмножествуѝповерхностейѝуровняѝ ѝ(сферы)ѝданной
функции.ѝ

АЗ-15.2

1.ѝЗаписатьѝуравненияѝиѝпостроитьѝповерхностиѝуровня
скалярныхѝполей,ѝопределяемыхѝследующимиѝфункциями:

а)ѝ ;ѝѝѝб)ѝ ;

в)ѝ .

2.ѝ Построитьѝ линииѝ уровняѝ плоскогоѝ скалярногоѝ поля
.

3.ѝНайтиѝградиентѝскалярногоѝполяѝ ,ѝгдеѝсѝ–ѝпо-
стоянныйѝвектор;ѝrѝ–ѝрадиус-векторѝточкиѝМ(х,ѝу,ѝz).ѝЗапи-
сатьѝуравнениеѝповерхностейѝуровняѝэтогоѝполяѝиѝвыяснить
ихѝрасположениеѝотносительноѝвектораѝс.ѝ
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4.ѝ Найтиѝ производнуюѝ скалярногоѝ поляѝ

ѝвѝточкеѝМ(–3,ѝ0,ѝ4)ѝвѝнаправленииѝнормалиѝкѝпо-

верхностиѝ ,ѝобразующейѝост-
рыйѝуголѝсѝосьюѝOz.ѝ(Ответ:ѝ–4/5.)

5.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

,ѝгдеѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

6.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝвекторногоѝполя,ѝесли:

а)ѝ ;ѝѝѝб)ѝ .ѝ

(Ответ:ѝа)ѝ ,ѝ ;ѝб)ѝ ,ѝ .)

7.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ 1.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2. Вычислитьѝ координатыѝ единичногоѝ вектора,ѝ перпен-

дикулярногоѝкѝповерхностиѝ ѝвѝточкеѝМ0(–1,ѝ1,ѝ2)ѝи

образующегоѝсѝосьюѝОуѝострыйѝугол.ѝ(Ответ:ѝ(–2/3,ѝ2/3,ѝ–1/3).)

2.ѝ1.ѝНайтиѝвекторныеѝлинииѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

(Ответ:ѝ ,ѝ .)

2. Вычислитьѝкоординатыѝединичногоѝвектораѝn0,ѝпер-
пендикулярногоѝ кѝ поверхностямѝ уровняѝ скалярногоѝ поля

ѝ иѝ образующегоѝ сѝ осьюѝ Оzѝ тупойѝ угол.

(Ответ:ѝn0 = (–2/3,ѝ3/7,ѝ–6/7).)

3.ѝ 1.ѝ Найтиѝ векторныеѝ линииѝ векторногоѝ поляѝ

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

u x
2

y
2 –+=

x
2

z
2+–

2x
2 12x 5y

2
z
2 3z– 58–+ + + 0=

a M( ) =

ωy i ωx j+= ω R∈ ω 0≠ x
2

y
2– C1= z C2=

a M( ) 5x i 10y j+= a M( ) 4z j 9y k–=

x
2

C1y= z C2= 9y
2 4z

2+ C1
2= x C2=

u x
2 2y– z

2+=

x C1e
y–= z C2e

y–=

a M( ) =

x y+( )i x j– x k–= x
2

y
2

z
2+ + C2

2= y z– C1=

z x
2

y
2+=

u x y
2+=

x
1
2
--- ln y C1+= z C2=

u 2x 3y– 6z 5–+=

a M( ) =

2x i 8z k+= z C1x
4= y C2=



282

2.ѝ Записатьѝ единичныйѝ векторѝ n0,ѝ ортогональныйѝ к

поверхностямѝ уровняѝ скалярногоѝ поляѝ .

(Ответ:ѝn0 = ( ,ѝ ,ѝ ).)

15.3.ѝПОВЕРХНОСТНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ

Пустьѝf (x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝнепрерывнаяѝфункцияѝвѝточкахѝнекоторойѝгладкойѝповерх-

ностиѝ .ѝСѝпомощьюѝкусочно-гладкихѝлинийѝразобьемѝповерхностьѝSѝнаѝn

элементарныхѝплощадокѝSi,ѝплощадиѝкоторыхѝобозначимѝчерезѝ ,ѝа

диаметрыѝ–ѝчерезѝ .ѝНаѝкаждойѝплощадкеѝSiѝ выберемѝпроизвольнуюѝточку

Mi(xi,ѝyi,ѝzi),ѝвычислимѝf (xi,ѝyi,ѝzi)ѝиѝсоставимѝинтегральнуюѝсумму:

.

Тогдаѝ существуетѝ пределѝ этойѝ интегральнойѝ суммыѝприѝ ,ѝ который

называетсяѝповерхностнымѝинтеграломѝпервогоѝродаѝотѝфункцииѝѝ f (x,ѝy,ѝz)ѝпо
поверхностиѝSѝиѝобозначается

. (15.11)

Поверхностныеѝинтегралыѝпервогоѝродаѝобладаютѝсвойствамиѝлинейнос-
ти,ѝаддитивности,ѝдляѝнихѝсправедливаѝтеоремаѝоѝсреднем,ѝихѝвеличинаѝнеѝза-
виситѝотѝвыбораѝстороныѝповерхности.

Очевидно,ѝ чтоѝ интегралѝ ѝ равенѝ площадиѝ поверхности,ѝ а

,ѝгдеѝ ѝ–ѝповерхностнаяѝплотностьѝповерхностиѝS,ѝ–

массеѝповерхностиѝS.

ЕслиѝпроекцияѝDѝповерхностиѝSѝнаѝплоскостьѝОхуѝоднозначна,ѝт.е.ѝвсякая
прямая,ѝпараллельнаяѝосиѝОz,ѝпересекаетѝповерхностьѝSѝлишьѝвѝоднойѝточке,
тоѝповерхностьѝможноѝзадатьѝуравнениемѝ ѝиѝсправедливоѝравенст-
во,ѝсѝпомощьюѝкоторогоѝвычислениеѝповерхностногоѝинтегралаѝпервогоѝрода
сводитсяѝкѝвычислениюѝдвойногоѝинтеграла:

,ѝ . (15.12)
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Примерѝ1.ѝВычислитьѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝконическойѝповерхнос-

тиѝ ,ѝрасположеннаяѝмеждуѝплоскостямиѝ ѝиѝ .

Изѝуравненияѝданнойѝповерхностиѝнаходим,ѝчтоѝдляѝрассматриваемойѝее

частиѝ ѝиѝпроекциейѝееѝнаѝплоскостьѝОхуѝявляетсяѝкругѝ .
Такѝкак

,ѝ ,

тоѝизѝформулыѝ(15.12)ѝполучим:

.

СторонаѝгладкойѝповерхностиѝS,ѝизѝкаждойѝточкиѝкоторойѝпроведенѝвек-
торѝнормалиѝn,ѝназываетсяѝположительной,ѝаѝдругаяѝееѝсторонаѝ(еслиѝонаѝсу-
ществует)ѝ–ѝотрицательной.ѝЕсли,ѝвѝчастности,ѝповерхностьѝSѝявляетсяѝзамк-
нутойѝиѝограничиваетѝнекоторуюѝобластьѝпространстваѝV,ѝтоѝположительной
илиѝвнешнейѝсторонойѝповерхностиѝназываетсяѝтаѝееѝсторона,ѝнормальныеѝвек-
торыѝкоторойѝнаправленыѝотѝобластиѝV,ѝ аѝотрицательнойѝилиѝвнутреннейѝ–
сторона,ѝнормальныеѝвекторыѝкоторойѝнаправленыѝвѝобластьѝV.ѝПоверхность,
уѝкоторойѝсуществуютѝположительнаяѝ(внешняя)ѝиѝотрицательнаяѝ(внутрен-
няя)ѝстороны,ѝназываетсяѝдвухсторонней.ѝДвухсторонниеѝповерхностиѝхарак-
теризуютсяѝследующимѝсвойством:ѝеслиѝоснованиеѝвектораѝнормалиѝnѝнепре-
рывноѝперемещатьѝпоѝлюбомуѝзамкнутомуѝконтуруѝL,ѝлежащемуѝнаѝтакойѝпо-
верхности,ѝтоѝприѝвозвращенииѝвѝисходнуюѝточкуѝнаправлениеѝnѝсовпадетѝс
исходнымѝ(рис.ѝ15.4).ѝДвухстороннимиѝповерхностямиѝявляютсяѝплоскости,
всеѝповерхностиѝвторогоѝпорядка,ѝторѝиѝмногиеѝдругие.
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2.ѝ Записатьѝ единичныйѝ векторѝ n0,ѝ ортогональныйѝ к

поверхностямѝ уровняѝ скалярногоѝ поляѝ .

(Ответ:ѝn0 = ( ,ѝ ,ѝ ).)

15.3.ѝПОВЕРХНОСТНЫЕѝИНТЕГРАЛЫ

Пустьѝf (x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝнепрерывнаяѝфункцияѝвѝточкахѝнекоторойѝгладкойѝповерх-

ностиѝ .ѝСѝпомощьюѝкусочно-гладкихѝлинийѝразобьемѝповерхностьѝSѝнаѝn

элементарныхѝплощадокѝSi,ѝплощадиѝкоторыхѝобозначимѝчерезѝ ,ѝа

диаметрыѝ–ѝчерезѝ .ѝНаѝкаждойѝплощадкеѝSiѝ выберемѝпроизвольнуюѝточку

Mi(xi,ѝyi,ѝzi),ѝвычислимѝf (xi,ѝyi,ѝzi)ѝиѝсоставимѝинтегральнуюѝсумму:

.

Тогдаѝ существуетѝ пределѝ этойѝ интегральнойѝ суммыѝприѝ ,ѝ который

называетсяѝповерхностнымѝинтеграломѝпервогоѝродаѝотѝфункцииѝѝ f (x,ѝy,ѝz)ѝпо
поверхностиѝSѝиѝобозначается

. (15.11)
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Дляѝодностороннихѝповерхностейѝуказанноеѝперемещениеѝнормалиѝnѝпри
возвращенииѝвѝисходнуюѝточкуѝприводитѝкѝ«антинормали»,ѝт.е.ѝкѝвекторуѝ–ѝn.
КлассическимѝпримеромѝодностороннейѝповерхностиѝявляетсяѝлистѝМёбиуса
(рис.ѝ15.5).ѝ

ПоверхностьѝSѝсѝвыбраннойѝсторонойѝназываетсяѝориентированной.

ЕслиѝповерхностьѝSѝѝзаданаѝуравнениемѝ ,ѝтоѝнормальныйѝвек-

торѝn,ѝобразующийѝсѝосьюѝОzѝострыйѝуголѝ ,ѝопределяетсяѝследующимѝобра-

зом:ѝ ,ѝаѝкоординатыѝединичногоѝвектораѝнормалиѝ ѝрав-

ныѝегоѝнаправляющимѝкосинусам,ѝт.е.ѝ

,

.

ЕслиѝповерхностьѝSѝзаданаѝуравнениемѝ = 0,ѝ ,ѝтоѝ

,

гдеѝзнакѝ«+»ѝберетсяѝвѝслучае,ѝкогдаѝуголѝ ѝ–ѝострый,ѝаѝзнакѝ«–»ѝ–ѝвѝслучае,

когдаѝ ѝ–ѝтупой.ѝ

Пустьѝвѝобластиѝ ѝопределенаѝвекторнаяѝфункцияѝ ,

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝфункции,ѝнепрерывные
вѝобластиѝV.ѝДалее,ѝпустьѝSѝ–ѝнекотораяѝгладкаяѝповерхность,ѝлежащаяѝвѝоб-
ластиѝV,ѝсѝвыбраннойѝположительнойѝстороной,ѝт.е.ѝвыбраннымѝнаправлени-

емѝвектораѝn0.ѝРазобьемѝповерхностьѝSѝпринадлежащимиѝейѝкусочно-гладки-

миѝлиниямиѝнаѝэлементарныеѝплощадкиѝSi,ѝплощадиѝкоторыхѝ ,

иѝвыберемѝвѝкаждойѝизѝнихѝпроизвольнуюѝточкуѝ .ѝТогдаѝсущест-

вуетѝпредел

, (15.13.)

которыйѝназываетсяѝповерхностнымѝинтеграломѝвторогоѝродаѝотѝфункцииѝаѝпо

поверхностиѝSѝиѝобозначаетсяѝ .ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопределениюѝ

. (15.14)

Поверхностныеѝинтегралыѝвторогоѝродаѝобладаютѝсвойствамиѝлинейно-
стиѝиѝаддитивности.ѝПриѝизмененииѝстороныѝповерхностиѝнаѝпротивополож-

ную,ѝт.е.ѝприѝзаменеѝ ѝнаѝ ,ѝинтегралѝ(15.14)ѝизменяетѝзнак.ѝ

Такѝкакѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ тоѝинтеграл
(15.14)ѝможноѝзаписатьѝиѝвѝвиде

z f x ,ѝy( )=
γ
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. (15.15)

Справедливаѝ следующаяѝ формула,ѝ сводящаяѝ вычислениеѝ интеграла
(15.14)ѝкѝвычислениюѝдвойногоѝинтеграла:

, (15.16)

гдеѝ областьѝ ѝ являетсяѝ проекциейѝ поверхностиѝ Sѝ наѝ плоскостьѝ Оху;

;ѝ поверхностьѝSѝ задаетсяѝфункциейѝ .

Вѝдвойномѝинтегралеѝпеременнуюѝzѝследуетѝзаменитьѝнаѝ .ѝПриведем

ещеѝдвеѝформулы,ѝкоторыеѝможноѝприменятьѝдляѝвычисленияѝповерхностно-
гоѝинтегралаѝвторогоѝрода:

,

,

(15.17)

гдеѝ областиѝ ѝ иѝ ѝ –ѝ проекцииѝ поверхностиѝ Sѝ наѝ плоскостиѝ Ozyѝ иѝ Оxz

соответственно;ѝповерхностьѝSѝзадаетсяѝфункциямиѝ ѝиѝ .

В двойномѝинтегралеѝпоѝобластиѝ ѝследуетѝвѝподынтегральномѝвыраженииѝза-

менитьѝхѝѝфункциейѝ ѝиѝпринятьѝ ,ѝаѝвѝдвойномѝин-

тегралеѝпоѝ ѝ–ѝзаменитьѝуѝфункциейѝ ѝиѝвзятьѝ .

Отметим,ѝчтоѝвѝвыраженияхѝдляѝnѝзнакѝ«+»ѝилиѝ«–»ѝставитсяѝвѝзависимостиѝотѝвы-
браннойѝориентацииѝ(стороны)ѝповерхностиѝS.ѝ

Интегралыѝвѝправыхѝчастяхѝформулѝ(15.14)ѝиѝ (15.15)ѝрассматриваютѝкак
суммуѝтрехѝинтегралов,ѝдляѝвычисленияѝкаждогоѝизѝкоторыхѝможноѝприме-
нитьѝоднуѝизѝформулѝ(15.16)ѝилиѝ(15.17).

Примерѝ2.ѝВычислить

,

гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝ ,ѝотсеченнаяѝплоскостьюѝ ,ѝес-

лиѝнормальѝnѝкѝповерхностиѝSѝсоставляетѝсѝосьюѝOzѝтупойѝуголѝ .

Сѝпомощьюѝ градиентаѝ находимѝ векторѝ нормалиѝ кѝ выбраннойѝ стороне
даннойѝповерхности:ѝ ,ѝтакѝкакѝ .

Поѝ условиюѝ ,ѝ поэтому,ѝ согласноѝ формуламѝ (15.15),

(15.16),ѝимеемѝ(рис.ѝ15.6):
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торѝn,ѝобразующийѝсѝосьюѝОzѝострыйѝуголѝ ,ѝопределяетсяѝследующимѝобра-

зом:ѝ ,ѝаѝкоординатыѝединичногоѝвектораѝнормалиѝ ѝрав-

ныѝегоѝнаправляющимѝкосинусам,ѝт.е.ѝ

,

.

ЕслиѝповерхностьѝSѝзаданаѝуравнениемѝ = 0,ѝ ,ѝтоѝ

,

гдеѝзнакѝ«+»ѝберетсяѝвѝслучае,ѝкогдаѝуголѝ ѝ–ѝострый,ѝаѝзнакѝ«–»ѝ–ѝвѝслучае,

когдаѝ ѝ–ѝтупой.ѝ

Пустьѝвѝобластиѝ ѝопределенаѝвекторнаяѝфункцияѝ ,

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝфункции,ѝнепрерывные
вѝобластиѝV.ѝДалее,ѝпустьѝSѝ–ѝнекотораяѝгладкаяѝповерхность,ѝлежащаяѝвѝоб-
ластиѝV,ѝсѝвыбраннойѝположительнойѝстороной,ѝт.е.ѝвыбраннымѝнаправлени-

емѝвектораѝn0.ѝРазобьемѝповерхностьѝSѝпринадлежащимиѝейѝкусочно-гладки-

миѝлиниямиѝнаѝэлементарныеѝплощадкиѝSi,ѝплощадиѝкоторыхѝ ,

иѝвыберемѝвѝкаждойѝизѝнихѝпроизвольнуюѝточкуѝ .ѝТогдаѝсущест-

вуетѝпредел

, (15.13.)

которыйѝназываетсяѝповерхностнымѝинтеграломѝвторогоѝродаѝотѝфункцииѝаѝпо

поверхностиѝSѝиѝобозначаетсяѝ .ѝТакимѝобразом,ѝпоѝопределениюѝ

. (15.14)

Поверхностныеѝинтегралыѝвторогоѝродаѝобладаютѝсвойствамиѝлинейно-
стиѝиѝаддитивности.ѝПриѝизмененииѝстороныѝповерхностиѝнаѝпротивополож-

ную,ѝт.е.ѝприѝзаменеѝ ѝнаѝ ,ѝинтегралѝ(15.14)ѝизменяетѝзнак.ѝ

Такѝкакѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ тоѝинтеграл
(15.14)ѝможноѝзаписатьѝиѝвѝвиде

z f x ,ѝy( )=
γ

n f– ѝ ′x ,ѝ f– ѝ ′y ,ѝ 1( )= n0

n0 fѝ ′x
n

-------- ,ѝѝ–
f ѝ ′y
n

-------- ,ѝѝ– 1
n
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞ α,ѝ β,ѝ γcoscoscos( )= =

n 1 fѝ ′x
2

fѝ ′y
2+ +=

F x ,ѝy ,ѝz( ) f ѝ ′z 0≠

n0 grad F grad F ѝ⁄±=

γ
γ

V R
3∈ а P i Q j R k+ +=

P P x ,ѝy ,ѝz( )= Q Q x ,ѝy ,ѝz( )= R R x ,ѝy ,ѝz( )=

ΔSi ѝ( i 1,ѝn )=

Mi xi ,ѝyi ,ѝzi( )

a xi ,ѝyi ,ѝzi( )

i 1=

n

∑∅ΔSi 0→
lim n0 xi ,ѝyi ,ѝzi( )ΔSi⋅

a∫
S
∫ n0d S⋅

a∫
S
∫ n0d S⋅ P αcos Q βcos R γcos+ +( ) Sd∫

S
∫=

n0 – n0

αd Scos d y d z= βd Scos d z d x= γd Scos d x d y=
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. (15.15)

Справедливаѝ следующаяѝ формула,ѝ сводящаяѝ вычислениеѝ интеграла
(15.14)ѝкѝвычислениюѝдвойногоѝинтеграла:

, (15.16)

гдеѝ областьѝ ѝ являетсяѝ проекциейѝ поверхностиѝ Sѝ наѝ плоскостьѝ Оху;

;ѝ поверхностьѝSѝ задаетсяѝфункциейѝ .

Вѝдвойномѝинтегралеѝпеременнуюѝzѝследуетѝзаменитьѝнаѝ .ѝПриведем

ещеѝдвеѝформулы,ѝкоторыеѝможноѝприменятьѝдляѝвычисленияѝповерхностно-
гоѝинтегралаѝвторогоѝрода:

,

,

(15.17)

гдеѝ областиѝ ѝ иѝ ѝ –ѝ проекцииѝ поверхностиѝ Sѝ наѝ плоскостиѝ Ozyѝ иѝ Оxz

соответственно;ѝповерхностьѝSѝзадаетсяѝфункциямиѝ ѝиѝ .

В двойномѝинтегралеѝпоѝобластиѝ ѝследуетѝвѝподынтегральномѝвыраженииѝза-

менитьѝхѝѝфункциейѝ ѝиѝпринятьѝ ,ѝаѝвѝдвойномѝин-

тегралеѝпоѝ ѝ–ѝзаменитьѝуѝфункциейѝ ѝиѝвзятьѝ .

Отметим,ѝчтоѝвѝвыраженияхѝдляѝnѝзнакѝ«+»ѝилиѝ«–»ѝставитсяѝвѝзависимостиѝотѝвы-
браннойѝориентацииѝ(стороны)ѝповерхностиѝS.ѝ

Интегралыѝвѝправыхѝчастяхѝформулѝ(15.14)ѝиѝ (15.15)ѝрассматриваютѝкак
суммуѝтрехѝинтегралов,ѝдляѝвычисленияѝкаждогоѝизѝкоторыхѝможноѝприме-
нитьѝоднуѝизѝформулѝ(15.16)ѝилиѝ(15.17).

Примерѝ2.ѝВычислить

,

гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝ ,ѝотсеченнаяѝплоскостьюѝ ,ѝес-

лиѝнормальѝnѝкѝповерхностиѝSѝсоставляетѝсѝосьюѝOzѝтупойѝуголѝ .

Сѝпомощьюѝ градиентаѝ находимѝ векторѝ нормалиѝ кѝ выбраннойѝ стороне
даннойѝповерхности:ѝ ,ѝтакѝкакѝ .

Поѝ условиюѝ ,ѝ поэтому,ѝ согласноѝ формуламѝ (15.15),

(15.16),ѝимеемѝ(рис.ѝ15.6):

a∫
S
∫ n0d S⋅ P yd zd∫

S
∫ Q d x d z R d x d y+ +=

a∫
S
∫ n0d S⋅ a x ,ѝy ,ѝz( )∫

Dz

∫ n x ,ѝy ,ѝz( )d x d y⋅=

Dz

n gradѝ z f3 x ,ѝy( )–( )±= z f3 x ,ѝy( )=

f3 x ,ѝy( )

a∫
S
∫ n0d S⋅ a x ,ѝy ,ѝz( )∫

Dx

∫ n x ,ѝy ,ѝz( )d y d z⋅=

a∫
S
∫ n0d S⋅ a x ,ѝy ,ѝz( )∫

Dy

∫ n x ,ѝy ,ѝz( )d z d x⋅=

Dx Dy

x f1 y ,ѝz( )= y f2 x ,ѝz( )=

Dx

f1 y ,ѝz( ) n gradѝ x f1 y ,ѝz( )–( )±=

Dy f2 x ,ѝz( ) n gradѝ y f2 x ,ѝz( )–( )±=

I z yd zd∫
S
∫ 4y d z d x– 8x

2
d x d y+=

z x
2

y
2 1+ += z 2=

γ

n 2x ,ѝ2y ,ѝ 1–( )= γcos 0<

a z ,ѝ 4– y ,ѝ8x
2( )=
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.

Примерѝ3.ѝВычислитьѝ

,

гдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝчастиѝсферыѝ ,ѝрасположеннойѝвѝпер-
вомѝоктанте.ѝ

ЕслиѝобозначитьѝпроекцииѝповерхностиѝSѝнаѝкоординатныеѝплоскости
Оуz,ѝОхzѝиѝОхуѝчерезѝ ,ѝ ѝиѝ ѝсоответственно,ѝаѝданныйѝинтегралѝIѝрассмат-

риватьѝкакѝсуммуѝтрехѝинтегралов:

,ѝ ,ѝ ,

дляѝпервогоѝизѝкоторыхѝ ,ѝ ,ѝдляѝвторогоѝ ,ѝ

иѝдляѝтретьегоѝ ,ѝ ,ѝто,ѝприменивѝкѝкаждомуѝизѝнихѝформулу
(15.16)ѝилиѝ(15.17),ѝполучим:

I a∫
Dz

∫ n d x d y⋅ 2x z 8y
2– 8x

2–( ) xd yd∫
Dz

∫= = =

2x x
2

y
2 1+ +( ) 8 x

2
y

2+( )–( ) xd yd∫
Dz

∫= =

x ρ ϕ,ѝѝ0cos= ϕ 2π,≤ ≤
y ρ ϕ,ѝѝ0sin= ρ 1,≤ ≤

ѝѝd x d y ρdρdϕ== =

2ρ ϕ ρ2 1+( )cos 8ρ2–( )ρdρdϕ∫
Dz

∫= =

ρ ρ 2ρ ϕ ρ2 1+( )cos 8ρ2–( ) ϕd

0

2π

∫d

0

1

∫ –ѝ 16πρ3 ρd

0

1

∫ 4– π= = =

Р и с .ѝ15.6

I x yd zd∫
S
∫ d x d z x z

2
d x d y+ +=

x
2

y
2

z
2+ + 1=

Dx Dy Dz

I1 x yd zd∫
S
∫= I2 xd zd∫

S
∫= I3 x z

2
xd yd∫

S
∫=

P x= Q R 0= = Q 1= P R 0= =

P Q 0= = R x z
2=

287

,ѝ ,ѝ .

Областиѝ ,ѝ ѝиѝ ѝ ѝявляютсяѝчетвертямиѝкруговѝединичногоѝрадиуса,

расположеннымиѝвѝсоответствующихѝкоординатныхѝплоскостях,ѝпоэтомуѝинте-
гралѝ ѝ(площадьѝчетвертиѝкруга).ѝДляѝвычисленияѝинтеграловѝ

иѝ ѝ перейдемѝ кѝ полярнымѝ координатам,ѝ положивѝ ,ѝ ,

ѝ дляѝ ѝ иѝ ,ѝ ,ѝ ѝ дляѝ .

В обоихѝслучаяхѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ

.

.

Следовательно,

.

ЕслиѝSѝ–ѝ замкнутаяѝгладкаяѝповерхность,ѝограничивающаяѝобластьѝV,ѝи
P = P(x,ѝy,ѝz),ѝQ = Q(x,ѝy,ѝz),ѝR = R(x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝфункции,ѝнепрерывныеѝвместеѝсо
своимиѝчастнымиѝпроизводнымиѝпервогоѝпорядкаѝвѝзамкнутойѝобластиѝV,ѝто
справедливаѝформулаѝОстроградского–Гаусса

, (15.18)

илиѝвѝдругомѝвиде

, (15.19)

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝнаправляющиеѝкосинусыѝвнешнейѝнормалиѝкѝповерх-
ностиѝS.ѝ

ФормулаѝОстроградского–Гауссаѝпозволяетѝупроститьѝвычислениеѝмно-
гихѝповерхностныхѝинтегралов.ѝ

I1 1 y
2– z

2– yd zd∫
Dx

∫= I2 xd zd∫
Dy

∫= I3 x 1 x
2– y

2–( ) xd yd∫
Dz

∫=

Dx Dy Dz

I2 SDy
π 4⁄= = I1

I3 y ρ ϕcos= z ρ ϕsin=

d y d z ρdρdϕ= I1 x ρ ϕcos= y ρ ϕsin= d x d y ρdρdϕ= I3

0 ϕ π 2⁄≤ ≤ 0 ρ 1≤ ≤

I1 1 ρ2– ρdρdϕ∫
Dx

∫ –ѝ ϕ 1 ρ2–( ) 1
2
---⋅ 1 ρ2–( )d

0

1

∫d

0

π 2⁄

∫= = =

π
4
--- ѝ23

--- 1 ρ2–( )
3 2⁄

0

1
– π

6
---= =

I3 ϕ ρ ϕ 1 ρ2–( )ρcos ρd

0

1

∫d

0

π 2⁄

∫ ϕ 0
π 2⁄ ρ3

3
------ ρ5

5
------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

1

⋅sin 2
15
------= = =

I I1 I2 I3+ + π
6
--- π

4
--- 2

15
------+ + 5π

12
------ 2

15
------+= = =

P yd zd∫
S
∫ Q d x d z R d x d y+ + =

=ѝ ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫∫
V

∫

P αcos Q βcos R γcos+ +( ) Sd∫
S
∫ =

∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫∫
V
∫=

αcos βcos γcos
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.

Примерѝ3.ѝВычислитьѝ

,

гдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝчастиѝсферыѝ ,ѝрасположеннойѝвѝпер-
вомѝоктанте.ѝ

ЕслиѝобозначитьѝпроекцииѝповерхностиѝSѝнаѝкоординатныеѝплоскости
Оуz,ѝОхzѝиѝОхуѝчерезѝ ,ѝ ѝиѝ ѝсоответственно,ѝаѝданныйѝинтегралѝIѝрассмат-

риватьѝкакѝсуммуѝтрехѝинтегралов:

,ѝ ,ѝ ,

дляѝпервогоѝизѝкоторыхѝ ,ѝ ,ѝдляѝвторогоѝ ,ѝ

иѝдляѝтретьегоѝ ,ѝ ,ѝто,ѝприменивѝкѝкаждомуѝизѝнихѝформулу
(15.16)ѝилиѝ(15.17),ѝполучим:

I a∫
Dz

∫ n d x d y⋅ 2x z 8y
2– 8x

2–( ) xd yd∫
Dz

∫= = =

2x x
2

y
2 1+ +( ) 8 x

2
y

2+( )–( ) xd yd∫
Dz

∫= =

x ρ ϕ,ѝѝ0cos= ϕ 2π,≤ ≤
y ρ ϕ,ѝѝ0sin= ρ 1,≤ ≤

ѝѝd x d y ρdρdϕ== =

2ρ ϕ ρ2 1+( )cos 8ρ2–( )ρdρdϕ∫
Dz

∫= =

ρ ρ 2ρ ϕ ρ2 1+( )cos 8ρ2–( ) ϕd

0

2π

∫d

0

1

∫ –ѝ 16πρ3 ρd

0

1

∫ 4– π= = =

Р и с .ѝ15.6

I x yd zd∫
S
∫ d x d z x z

2
d x d y+ +=

x
2

y
2

z
2+ + 1=

Dx Dy Dz

I1 x yd zd∫
S
∫= I2 xd zd∫

S
∫= I3 x z

2
xd yd∫

S
∫=

P x= Q R 0= = Q 1= P R 0= =

P Q 0= = R x z
2=
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,ѝ ,ѝ .

Областиѝ ,ѝ ѝиѝ ѝ ѝявляютсяѝчетвертямиѝкруговѝединичногоѝрадиуса,

расположеннымиѝвѝсоответствующихѝкоординатныхѝплоскостях,ѝпоэтомуѝинте-
гралѝ ѝ(площадьѝчетвертиѝкруга).ѝДляѝвычисленияѝинтеграловѝ

иѝ ѝ перейдемѝ кѝ полярнымѝ координатам,ѝ положивѝ ,ѝ ,

ѝ дляѝ ѝ иѝ ,ѝ ,ѝ ѝ дляѝ .

В обоихѝслучаяхѝ ,ѝ .ѝТогдаѝ

.

.

Следовательно,

.

ЕслиѝSѝ–ѝ замкнутаяѝгладкаяѝповерхность,ѝограничивающаяѝобластьѝV,ѝи
P = P(x,ѝy,ѝz),ѝQ = Q(x,ѝy,ѝz),ѝR = R(x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝфункции,ѝнепрерывныеѝвместеѝсо
своимиѝчастнымиѝпроизводнымиѝпервогоѝпорядкаѝвѝзамкнутойѝобластиѝV,ѝто
справедливаѝформулаѝОстроградского–Гаусса

, (15.18)

илиѝвѝдругомѝвиде

, (15.19)

гдеѝ ,ѝ ,ѝ ѝ–ѝнаправляющиеѝкосинусыѝвнешнейѝнормалиѝкѝповерх-
ностиѝS.ѝ

ФормулаѝОстроградского–Гауссаѝпозволяетѝупроститьѝвычислениеѝмно-
гихѝповерхностныхѝинтегралов.ѝ

I1 1 y
2– z

2– yd zd∫
Dx

∫= I2 xd zd∫
Dy

∫= I3 x 1 x
2– y

2–( ) xd yd∫
Dz

∫=

Dx Dy Dz

I2 SDy
π 4⁄= = I1

I3 y ρ ϕcos= z ρ ϕsin=

d y d z ρdρdϕ= I1 x ρ ϕcos= y ρ ϕsin= d x d y ρdρdϕ= I3

0 ϕ π 2⁄≤ ≤ 0 ρ 1≤ ≤

I1 1 ρ2– ρdρdϕ∫
Dx

∫ –ѝ ϕ 1 ρ2–( ) 1
2
---⋅ 1 ρ2–( )d

0

1

∫d

0

π 2⁄

∫= = =

π
4
--- ѝ23

--- 1 ρ2–( )
3 2⁄

0

1
– π

6
---= =

I3 ϕ ρ ϕ 1 ρ2–( )ρcos ρd

0

1

∫d

0

π 2⁄

∫ ϕ 0
π 2⁄ ρ3

3
------ ρ5

5
------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

0

1

⋅sin 2
15
------= = =

I I1 I2 I3+ + π
6
--- π

4
--- 2

15
------+ + 5π

12
------ 2

15
------+= = =

P yd zd∫
S
∫ Q d x d z R d x d y+ + =

=ѝ ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫∫
V

∫

P αcos Q βcos R γcos+ +( ) Sd∫
S
∫ =

∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫∫
V
∫=

αcos βcos γcos
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Примерѝ4.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝ Sѝ–ѝ внешняяѝ сторонаѝ поверхностиѝ тела,ѝ ограниченногоѝ плоскостями
,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Изѝформулыѝ(15.18)ѝследует,ѝчтоѝ

,

такѝкакѝпоследнийѝтройнойѝинтегралѝравенѝобъемуѝтетраэдраѝ(рис.ѝ15.7).ѝ

АЗ-15.3

1. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

,ѝеслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝконусаѝ ,

расположеннаяѝмеждуѝплоскостямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:

.)

2. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝлежащаяѝвѝпер-

вомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ .)

3. Вычислитьѝ массуѝ полусферыѝ ,ѝ еслиѝ в

каждойѝееѝточкеѝповерхностнаяѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

I x y+( ) yd zd∫
S
∫ y z+( )d x d z z x+( )d x d y+ +=

x 0= y 0= z 0= x 2y 3z+ + 6=

I 1 1 1+ +( ) xd yd zd∫∫
V
∫ 3 xd yd zd∫∫

V
∫ 18= = =

Р и с .ѝ15.7

x
2

y
2+ Sd∫

S
∫ x

2

16
------ y

2

16
------+ z

2

9
-----=

z 0= z 3=

160π 3⁄

x y z sd∫
S
∫ x y z+ + 1=

3 120⁄

z 4 x
2– y

2–=

δ x
2

y
2=

128π 15⁄

289

4.ѝ Вычислитьѝ массуѝ полусферыѝ ,ѝ еслиѝ в

каждойѝееѝточкеѝповерхностнаяѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

5.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода

,

еслиѝSѝ–ѝверхняяѝчастьѝповерхностиѝ ,ѝраспо-

ложеннаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ54.)

6.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝконусаѝ ,ѝотсекае-

маяѝплоскостямиѝ ѝиѝ ,ѝнормальѝкѝкоторойѝобразует

тупойѝуголѝсѝосьюѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.ѝВычислить

,

еслиѝ Sѝ–ѝ внешняяѝ сторонаѝ сферыѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝцилиндраѝ ѝсѝосновани-

ямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

9.ѝДоказать,ѝчтоѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностьюѝS,

,

гдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝповерхностиѝS.
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Примерѝ4.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝ Sѝ–ѝ внешняяѝ сторонаѝ поверхностиѝ тела,ѝ ограниченногоѝ плоскостями
,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Изѝформулыѝ(15.18)ѝследует,ѝчтоѝ

,

такѝкакѝпоследнийѝтройнойѝинтегралѝравенѝобъемуѝтетраэдраѝ(рис.ѝ15.7).ѝ

АЗ-15.3

1. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

,ѝеслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝконусаѝ ,

расположеннаяѝмеждуѝплоскостямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:

.)

2. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝлежащаяѝвѝпер-

вомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ .)

3. Вычислитьѝ массуѝ полусферыѝ ,ѝ еслиѝ в

каждойѝееѝточкеѝповерхностнаяѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:

.)
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4.ѝ Вычислитьѝ массуѝ полусферыѝ ,ѝ еслиѝ в

каждойѝееѝточкеѝповерхностнаяѝплотностьѝ .ѝ(Ответ:

.)

5.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода

,

еслиѝSѝ–ѝверхняяѝчастьѝповерхностиѝ ,ѝраспо-

ложеннаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ54.)

6.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝконусаѝ ,ѝотсекае-

маяѝплоскостямиѝ ѝиѝ ,ѝнормальѝкѝкоторойѝобразует

тупойѝуголѝсѝосьюѝOz.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.ѝВычислить

,

еслиѝ Sѝ–ѝ внешняяѝ сторонаѝ сферыѝ .ѝ (Ответ:

.)

8.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝцилиндраѝ ѝсѝосновани-

ямиѝ ѝиѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

9.ѝДоказать,ѝчтоѝобъемѝтела,ѝограниченногоѝповерхностьюѝS,

,

гдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝповерхностиѝS.
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10.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝповерхности,ѝрасположеннойѝвѝпер-

вомѝоктантеѝиѝсостоящейѝизѝцилиндраѝ ѝиѝплоскос-

тейѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

11.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝпирамиды,ѝгранямиѝкоторойѝявля-

ютсяѝплоскостиѝѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

1/8.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝSѝ–ѝверхняяѝчастьѝплос-

костиѝ ,ѝ расположеннаяѝ вѝ первомѝ октанте.

(Ответ:ѝ8/3.)

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпарабо-

лоидаѝ ,ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝчастьѝповерхностиѝтела,ѝограниченногоѝпо-

верхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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15.4.ѝПОТОКѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯѝЧЕРЕЗѝПОВЕРХНОСТЬ.ѝ
ДИВЕРГЕНЦИЯѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ

Потокомѝвекторногоѝполяѝа(М),ѝМ(х,ѝу,ѝz)∈S,ѝчерезѝповерхностьѝSѝвѝсторону

единичногоѝвектораѝнормалиѝ ѝповерхностиѝSѝназывает-
сяѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝ(15.14).

Еслиѝ векторѝ ѝ определяетѝ векторноеѝ полеѝ скоростейѝ теку-
щейѝнесжимаемойѝжидкости,ѝтоѝинтегралѝ(15.14)ѝравенѝобъемуѝПѝжидкости,

протекающейѝчерезѝповерхностьѝSѝвѝнаправленииѝнормалиѝ ѝзаѝединицуѝвре-
мениѝ(вѝэтомѝзаключаетсяѝфизическийѝсмыслѝинтегралаѝ(15.14)),ѝт.е.

. (15.20)

Изѝформулыѝ(15.20)ѝясно,ѝчтоѝПѝ–ѝскаляр,ѝиѝеслиѝуголѝ ,

тоѝ ,ѝеслиѝѝ ,ѝтоѝ ,ѝеслиѝ ,ѝтоѝ .
ПриѝизмененииѝориентацииѝповерхностиѝзнакѝПѝменяетсяѝнаѝпротивопо-

ложныйѝ(вследствиеѝсвойствѝповерхностныхѝинтеграловѝвторогоѝрода).
Пустьѝ Sѝ–ѝ замкнутаяѝ кусочно-гладкаяѝ поверхность,ѝ единичныйѝ вектор

внешнейѝнормалиѝкѝкоторойѝn0.ѝТогдаѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерез
поверхностьѝSѝможноѝвычислитьѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградского–Гаус-
саѝ(15.18):

. (15.21)

Пустьѝ ѝ–ѝполеѝскоростейѝнесжимаемойѝжидкости.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝиз
формулыѝ(15.21)ѝследует,ѝчтоѝизѝобластиѝVѝвытекаетѝбольшеѝжидкости,ѝчемѝвте-
кает.ѝЭтоѝозначает,ѝчтоѝвнутриѝобластиѝVѝимеютсяѝисточники,ѝт.е.ѝточки,ѝизѝко-
торыхѝжидкостьѝвытекает.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝизѝобластиѝVѝвытекаетѝменьшеѝжид-
кости,ѝчемѝвтекает.ѝВѝэтомѝслучаеѝговорят,ѝчтоѝвнутриѝобластиѝVѝимеютсяѝсто-
ки,ѝ т.е.ѝточки,ѝвѝкоторыеѝжидкостьѝвтекает.ѝПриѝ ѝвѝобластьѝVѝвтекает
столькоѝжеѝжидкости,ѝсколькоѝвытекает.ѝ

ПустьѝвѝобластиѝVѝзаданоѝвекторноеѝполеѝ ,ѝгдеѝфункции

,ѝ ѝ ,ѝ ѝ имеютѝ частныеѝ производныеѝ вѝ точке

ѝпоѝx,ѝy,ѝzѝ соответственно.ѝТогдаѝдивергенциейѝилиѝрасходимо-

стьюѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝточкеѝМ,ѝобозначаемойѝdivѝ ,ѝназываетсяѝве-
личина,ѝравнаяѝсуммеѝуказанныхѝчастныхѝпроизводных,ѝвычисленныхѝвѝточке
М,ѝт.е.ѝпоѝопределению

. (15.22)

Сѝфизическойѝточкиѝзренияѝdivѝ ѝхарактеризуетѝплотностьѝисточни-

ковѝилиѝстоковѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝточкеѝМ.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝточка

Мѝ являетсяѝ источником,ѝ еслиѝ ѝ –ѝ стоком.ѝ Вѝ случае,ѝ когда

,ѝвѝточкеѝМѝнетѝниѝисточников,ѝниѝстоков.ѝ
Перечислимѝосновныеѝсвойстваѝдивеpгенцииѝвекторногоѝполя:

n
0 α,ѝ β,ѝ γcoscoscos( )=

a P ,ѝQ ,ѝR( )=
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10.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝповерхности,ѝрасположеннойѝвѝпер-

вомѝоктантеѝиѝсостоящейѝизѝцилиндраѝ ѝиѝплоскос-

тейѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

11.ѝВычислитьѝ

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝпирамиды,ѝгранямиѝкоторойѝявля-

ютсяѝплоскостиѝѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:

1/8.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝSѝ–ѝверхняяѝчастьѝплос-

костиѝ ,ѝ расположеннаяѝ вѝ первомѝ октанте.

(Ответ:ѝ8/3.)

2.ѝВычислитьѝ ,ѝеслиѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпарабо-

лоидаѝ ,ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.ѝВычислить

,

еслиѝSѝ–ѝвнешняяѝчастьѝповерхностиѝтела,ѝограниченногоѝпо-

верхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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15.4.ѝПОТОКѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯѝЧЕРЕЗѝПОВЕРХНОСТЬ.ѝ
ДИВЕРГЕНЦИЯѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ

Потокомѝвекторногоѝполяѝа(М),ѝМ(х,ѝу,ѝz)∈S,ѝчерезѝповерхностьѝSѝвѝсторону

единичногоѝвектораѝнормалиѝ ѝповерхностиѝSѝназывает-
сяѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝ(15.14).

Еслиѝ векторѝ ѝ определяетѝ векторноеѝ полеѝ скоростейѝ теку-
щейѝнесжимаемойѝжидкости,ѝтоѝинтегралѝ(15.14)ѝравенѝобъемуѝПѝжидкости,

протекающейѝчерезѝповерхностьѝSѝвѝнаправленииѝнормалиѝ ѝзаѝединицуѝвре-
мениѝ(вѝэтомѝзаключаетсяѝфизическийѝсмыслѝинтегралаѝ(15.14)),ѝт.е.

. (15.20)

Изѝформулыѝ(15.20)ѝясно,ѝчтоѝПѝ–ѝскаляр,ѝиѝеслиѝуголѝ ,

тоѝ ,ѝеслиѝѝ ,ѝтоѝ ,ѝеслиѝ ,ѝтоѝ .
ПриѝизмененииѝориентацииѝповерхностиѝзнакѝПѝменяетсяѝнаѝпротивопо-

ложныйѝ(вследствиеѝсвойствѝповерхностныхѝинтеграловѝвторогоѝрода).
Пустьѝ Sѝ–ѝ замкнутаяѝ кусочно-гладкаяѝ поверхность,ѝ единичныйѝ вектор

внешнейѝнормалиѝкѝкоторойѝn0.ѝТогдаѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерез
поверхностьѝSѝможноѝвычислитьѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградского–Гаус-
саѝ(15.18):

. (15.21)

Пустьѝ ѝ–ѝполеѝскоростейѝнесжимаемойѝжидкости.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝиз
формулыѝ(15.21)ѝследует,ѝчтоѝизѝобластиѝVѝвытекаетѝбольшеѝжидкости,ѝчемѝвте-
кает.ѝЭтоѝозначает,ѝчтоѝвнутриѝобластиѝVѝимеютсяѝисточники,ѝт.е.ѝточки,ѝизѝко-
торыхѝжидкостьѝвытекает.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝизѝобластиѝVѝвытекаетѝменьшеѝжид-
кости,ѝчемѝвтекает.ѝВѝэтомѝслучаеѝговорят,ѝчтоѝвнутриѝобластиѝVѝимеютсяѝсто-
ки,ѝ т.е.ѝточки,ѝвѝкоторыеѝжидкостьѝвтекает.ѝПриѝ ѝвѝобластьѝVѝвтекает
столькоѝжеѝжидкости,ѝсколькоѝвытекает.ѝ

ПустьѝвѝобластиѝVѝзаданоѝвекторноеѝполеѝ ,ѝгдеѝфункции

,ѝ ѝ ,ѝ ѝ имеютѝ частныеѝ производныеѝ вѝ точке

ѝпоѝx,ѝy,ѝzѝ соответственно.ѝТогдаѝдивергенциейѝилиѝрасходимо-

стьюѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝточкеѝМ,ѝобозначаемойѝdivѝ ,ѝназываетсяѝве-
личина,ѝравнаяѝсуммеѝуказанныхѝчастныхѝпроизводных,ѝвычисленныхѝвѝточке
М,ѝт.е.ѝпоѝопределению

. (15.22)

Сѝфизическойѝточкиѝзренияѝdivѝ ѝхарактеризуетѝплотностьѝисточни-

ковѝилиѝстоковѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝточкеѝМ.ѝЕслиѝ ,ѝтоѝточка

Мѝ являетсяѝ источником,ѝ еслиѝ ѝ –ѝ стоком.ѝ Вѝ случае,ѝ когда

,ѝвѝточкеѝМѝнетѝниѝисточников,ѝниѝстоков.ѝ
Перечислимѝосновныеѝсвойстваѝдивеpгенцииѝвекторногоѝполя:
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1)ѝdiv (a + b) = div a + div b;
2)ѝdiv c = 0,ѝеслиѝсѝ–ѝпостоянныйѝвектор;

3)ѝ ,ѝгдеѝf = f (x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝскалярнаяѝфункция.ѝ

Изѝформулѝ(15.21)ѝиѝ(15.22)ѝследует,ѝчто

, (15.23)

т.е.ѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝзамкнутуюѝповерхностьѝSѝвоѝвнешнюю
ееѝсторонуѝчисленноѝравенѝтройномуѝинтегралуѝотѝдивергенцииѝэтогоѝполяѝпоѝоб-
ластиѝV,ѝограниченнойѝповерхностьюѝS.

Примерѝ1.ѝВычислитьѝдивергенциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ–2,ѝ3).

Согласноѝформулеѝ(15.22)ѝ

.

ВѝточкеѝМ0ѝимеемѝ ,ѝт.е.ѝточкаѝМ0ѝявляетсяѝисточником
поля.ѝ

Примерѝ2.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝa = xi –2yj + zkѝчерезѝверх-
нююѝчастьѝплоскостиѝx + 2y + 3z – 6 = 0,ѝрасположеннуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ

Изѝ уравненияѝплоскостиѝнаходим:ѝ .ѝНормальнымѝвекто-

ромѝкѝэтойѝплоскости,ѝсоставляющимѝострыйѝуголѝсѝосьюѝOz,ѝявляетсяѝn = (1/3,
2/3,ѝ1).ѝТогдаѝизѝформулѝ(15.20)ѝиѝ(15.16)ѝследует,ѝчтоѝ

.

Примерѝ 3.ѝВычислитьѝпотокѝ векторногоѝполяѝ

черезѝповерхностьѝшараѝ ѝвоѝвнешнююѝегоѝсторону.ѝ

Такѝ какѝ даннаяѝ поверхностьѝ замкнутая,ѝ тоѝ потокѝПѝ векторногоѝ поля
ѝ черезѝ поверхностьѝ шараѝ воѝ внешнююѝ сторонуѝ находимѝ поѝ формуле

(15.23):

divѝ f a( ) fѝdivѝa a+ gradѝf⋅=

П a∫
S
∫ n

0
d S⋅ divѝa M( ) xd yd zd∫∫

V
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y
2
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∂y
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∂z
-------+ + 2x 2y 2z+ += =

divѝa M( ) 4 0>=

z 2 1
3
---x– 2

3
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S
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0
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3
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3
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Dz

∫= = =
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0

6 2y–

∫d

0

3

∫ 2 1 y–( ) 6 2y–( ) yd

0

3

∫= = =

2 2y
2 8y– 6+( ) yd

0

3

∫ 36= =

a M( ) x z
2

i y x
2

j z y
2

k+ +=

x
2

y
2

z
2+ + a

2=

a M( )
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.

Дляѝ вычисленияѝполученногоѝ тройногоѝинтегралаѝперейдемѝкѝ сфериче-
скимѝкоординатамѝпоѝформулам:

,ѝ ,ѝ ;

,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Тогда

.

Примерѝ4.ѝНайтиѝпотокѝПѝэлектростатическогоѝполяѝточечногоѝзарядаѝq,

помещенногоѝвѝцентрѝсферыѝ .
Известно,ѝчтоѝполеѝточечногоѝзарядаѝзадаетсяѝвекторомѝнапряженности

,ѝ гдеѝ r = xi + yj + zk.ѝ Находимѝ направляющиеѝ косинусыѝ вектора

нормалиѝкѝсфереѝ :

,ѝ ,

,ѝ ,

т.е.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝПоэтомуѝнаѝсфере

.

Следовательно,ѝ

.

Примерѝ5.ѝНайтиѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝповерх-
ностьѝпрямогоѝцилиндраѝSѝрадиусомѝRѝиѝвысотойѝН,ѝосьѝкоторогоѝсовпадаетѝс
осьюѝOz,ѝаѝнижнееѝоснованиеѝнаходитсяѝвѝплоскостиѝОху.ѝНормальѝнаправле-
наѝвоѝвнешнююѝсторонуѝцилиндра.

Какѝвидноѝизѝрис.ѝ15.8,ѝдляѝбоковойѝповерхностиѝцилиндраѝS1ѝсправедли-

воѝравенствоѝ .ѝНаѝверхнемѝоснованииѝцилиндраѝS2ѝимеем

,ѝаѝнаѝнижнемѝегоѝоснованииѝS3ѝ–ѝ .ѝПоэтому

П a∫
S
∫ n

0
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V
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2
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2+ +( ) xd yd zd∫∫
V
∫= = =
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1)ѝdiv (a + b) = div a + div b;
2)ѝdiv c = 0,ѝеслиѝсѝ–ѝпостоянныйѝвектор;

3)ѝ ,ѝгдеѝf = f (x,ѝy,ѝz)ѝ–ѝскалярнаяѝфункция.ѝ

Изѝформулѝ(15.21)ѝиѝ(15.22)ѝследует,ѝчто

, (15.23)

т.е.ѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝзамкнутуюѝповерхностьѝSѝвоѝвнешнюю
ееѝсторонуѝчисленноѝравенѝтройномуѝинтегралуѝотѝдивергенцииѝэтогоѝполяѝпоѝоб-
ластиѝV,ѝограниченнойѝповерхностьюѝS.

Примерѝ1.ѝВычислитьѝдивергенциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ–2,ѝ3).

Согласноѝформулеѝ(15.22)ѝ

.

ВѝточкеѝМ0ѝимеемѝ ,ѝт.е.ѝточкаѝМ0ѝявляетсяѝисточником
поля.ѝ

Примерѝ2.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝa = xi –2yj + zkѝчерезѝверх-
нююѝчастьѝплоскостиѝx + 2y + 3z – 6 = 0,ѝрасположеннуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ

Изѝ уравненияѝплоскостиѝнаходим:ѝ .ѝНормальнымѝвекто-

ромѝкѝэтойѝплоскости,ѝсоставляющимѝострыйѝуголѝсѝосьюѝOz,ѝявляетсяѝn = (1/3,
2/3,ѝ1).ѝТогдаѝизѝформулѝ(15.20)ѝиѝ(15.16)ѝследует,ѝчтоѝ

.

Примерѝ 3.ѝВычислитьѝпотокѝ векторногоѝполяѝ

черезѝповерхностьѝшараѝ ѝвоѝвнешнююѝегоѝсторону.ѝ

Такѝ какѝ даннаяѝ поверхностьѝ замкнутая,ѝ тоѝ потокѝПѝ векторногоѝ поля
ѝ черезѝ поверхностьѝ шараѝ воѝ внешнююѝ сторонуѝ находимѝ поѝ формуле

(15.23):

divѝ f a( ) fѝdivѝa a+ gradѝf⋅=
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Дляѝ вычисленияѝполученногоѝ тройногоѝинтегралаѝперейдемѝкѝ сфериче-
скимѝкоординатамѝпоѝформулам:

,ѝ ,ѝ ;

,ѝ ,ѝ ,ѝ .

Тогда

.

Примерѝ4.ѝНайтиѝпотокѝПѝэлектростатическогоѝполяѝточечногоѝзарядаѝq,

помещенногоѝвѝцентрѝсферыѝ .
Известно,ѝчтоѝполеѝточечногоѝзарядаѝзадаетсяѝвекторомѝнапряженности

,ѝ гдеѝ r = xi + yj + zk.ѝ Находимѝ направляющиеѝ косинусыѝ вектора

нормалиѝкѝсфереѝ :

,ѝ ,

,ѝ ,

т.е.ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝПоэтомуѝнаѝсфере

.

Следовательно,ѝ

.

Примерѝ5.ѝНайтиѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝповерх-
ностьѝпрямогоѝцилиндраѝSѝрадиусомѝRѝиѝвысотойѝН,ѝосьѝкоторогоѝсовпадаетѝс
осьюѝOz,ѝаѝнижнееѝоснованиеѝнаходитсяѝвѝплоскостиѝОху.ѝНормальѝнаправле-
наѝвоѝвнешнююѝсторонуѝцилиндра.

Какѝвидноѝизѝрис.ѝ15.8,ѝдляѝбоковойѝповерхностиѝцилиндраѝS1ѝсправедли-

воѝравенствоѝ .ѝНаѝверхнемѝоснованииѝцилиндраѝS2ѝимеем

,ѝаѝнаѝнижнемѝегоѝоснованииѝS3ѝ–ѝ .ѝПоэтому
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Вычисленияѝ можноѝ значительноѝ сокра-
тить,ѝвоспользовавшисьѝформулойѝОстроград-
ского–Гауссаѝ(15.18).ѝТакѝкакѝобъемѝцилиндраѝ

,

имеем:

.

АЗ-15.4

1.ѝ Вычислитьѝ дивергенциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ3,ѝ–5).ѝ(От-
вет:ѝ–1.)

2.ѝ Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝ черезѝ верхнююѝ частьѝ плоскости

,ѝлежащуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ26/3.)

3.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ

черезѝ частьѝ поверхностиѝ эллипсоидаѝ ,ѝ лежа-

щуюѝвѝпервомѝоктанте,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(От-

вет:ѝ .)

4.ѝ Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝповерхностьѝцилиндрическогоѝтела,ѝогра-

ниченногоѝповерхностямиѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝвѝна-

правленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝДоказать,ѝчтоѝпотокѝПѝрадиуса-вектораѝr = xi + yj + zkѝче-
резѝвнешнююѝсторонуѝповерхности,ѝограничивающейѝтелоѝV
объемомѝv,ѝравенѝ3v.

6.ѝ Вычислитьѝ дивергенциюѝ вектораѝ напряженностиѝ маг-

нитногоѝ поляѝ ,ѝ создаваемогоѝ токомѝ I,

R Sd∫
S1

∫ H Sd∫
S2

∫ 0 Sd∫
S3

∫+ + R 2πR H⋅ HπR
2+ 3πR

2
H= = =

Р и с .ѝ15.8

v xd yd zd∫∫
V

∫ πR
2

H= =

П 1 1 1+ +( ) xd yd zd∫∫
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∫ 3πR

2
H= =

a M( ) =

x y z
2+( )i y z x

2+( )j z x y
2+( )k+ +=

a M( ) x 3z–( )i +=
x 2y z+ +( )j 4x y+( )k+ +

x y z+ + 2=
a M( ) 2x i y j 3z k+ +=

x
2

4
----- y

2

9
----- z

2

16
------+ + 1=

24π
a M( ) x y–( )i +=

x y+( )j z
2

k+ +

x
2

y
2+ 1= z 0= z 2=

4– π

H 2I r⁄( ) y– i x j+( )=
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проходящимѝ поѝ бесконечноѝ длинномуѝ проводу.ѝ (Ответ:

.)

7.ѝНайтиѝпотокѝПѝ векторногоѝполяѝ

черезѝповерхностьѝшараѝ ѝвѝнаправленииѝвнеш-

нейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.ѝВычислитьѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝ

ѝчерезѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝрасположенную
вѝпервомѝоктанте.ѝНормальѝсоставляетѝострыйѝуголѝсѝосьюѝOz.
(Ответ:ѝ1.)

9.ѝНайтиѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерезѝзамкнутую

поверхностьѝS,ѝограниченнуюѝповерхностямиѝ ,

,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝНайтиѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерезѝчастьѝповерх-

ностиѝ ,ѝлежащуюѝвѝпервомѝоктанте,ѝиѝчастиѝкоор-
динатныхѝплоскостей,ѝ отсекаемыеѝэтойѝповерхностью,ѝ вѝна-

правленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝНайтиѝдивергенциюѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

2.ѝ Вычислитьѝ потокѝ Пѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝверхнююѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝрас-
положеннуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ1.)

2.ѝ1.ѝНайтиѝ дивергенциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ–1,ѝ3).

2.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ

черезѝповерхностиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝогра-
ничивающиеѝнекотороеѝтело,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнорма-

ли.ѝ(Ответ:ѝ .)
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Вычисленияѝ можноѝ значительноѝ сокра-
тить,ѝвоспользовавшисьѝформулойѝОстроград-
ского–Гауссаѝ(15.18).ѝТакѝкакѝобъемѝцилиндраѝ

,

имеем:

.

АЗ-15.4

1.ѝ Вычислитьѝ дивергенциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ3,ѝ–5).ѝ(От-
вет:ѝ–1.)

2.ѝ Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝ черезѝ верхнююѝ частьѝ плоскости

,ѝлежащуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ26/3.)

3.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ

черезѝ частьѝ поверхностиѝ эллипсоидаѝ ,ѝ лежа-

щуюѝвѝпервомѝоктанте,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(От-

вет:ѝ .)

4.ѝ Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝповерхностьѝцилиндрическогоѝтела,ѝогра-

ниченногоѝповерхностямиѝ ,ѝ ѝиѝ ,ѝвѝна-

правленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝДоказать,ѝчтоѝпотокѝПѝрадиуса-вектораѝr = xi + yj + zkѝче-
резѝвнешнююѝсторонуѝповерхности,ѝограничивающейѝтелоѝV
объемомѝv,ѝравенѝ3v.

6.ѝ Вычислитьѝ дивергенциюѝ вектораѝ напряженностиѝ маг-

нитногоѝ поляѝ ,ѝ создаваемогоѝ токомѝ I,

R Sd∫
S1

∫ H Sd∫
S2

∫ 0 Sd∫
S3

∫+ + R 2πR H⋅ HπR
2+ 3πR

2
H= = =

Р и с .ѝ15.8

v xd yd zd∫∫
V

∫ πR
2

H= =

П 1 1 1+ +( ) xd yd zd∫∫
V
∫ 3πR

2
H= =

a M( ) =

x y z
2+( )i y z x

2+( )j z x y
2+( )k+ +=

a M( ) x 3z–( )i +=
x 2y z+ +( )j 4x y+( )k+ +

x y z+ + 2=
a M( ) 2x i y j 3z k+ +=

x
2

4
----- y

2

9
----- z

2

16
------+ + 1=

24π
a M( ) x y–( )i +=

x y+( )j z
2

k+ +

x
2

y
2+ 1= z 0= z 2=

4– π

H 2I r⁄( ) y– i x j+( )=
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проходящимѝ поѝ бесконечноѝ длинномуѝ проводу.ѝ (Ответ:

.)

7.ѝНайтиѝпотокѝПѝ векторногоѝполяѝ

черезѝповерхностьѝшараѝ ѝвѝнаправленииѝвнеш-

нейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.ѝВычислитьѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝ

ѝчерезѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝрасположенную
вѝпервомѝоктанте.ѝНормальѝсоставляетѝострыйѝуголѝсѝосьюѝOz.
(Ответ:ѝ1.)

9.ѝНайтиѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерезѝзамкнутую

поверхностьѝS,ѝограниченнуюѝповерхностямиѝ ,

,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝНайтиѝпотокѝПѝвектораѝ ѝчерезѝчастьѝповерх-

ностиѝ ,ѝлежащуюѝвѝпервомѝоктанте,ѝиѝчастиѝкоор-
динатныхѝплоскостей,ѝ отсекаемыеѝэтойѝповерхностью,ѝ вѝна-

правленииѝвнешнейѝнормали.ѝ(Ответ:ѝ .)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝНайтиѝдивергенциюѝполяѝgradѝu,ѝеслиѝ .

2.ѝ Вычислитьѝ потокѝ Пѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝверхнююѝчастьѝплоскостиѝ ,ѝрас-
положеннуюѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:ѝ1.)

2.ѝ1.ѝНайтиѝ дивергенциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ–1,ѝ3).

2.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ

черезѝповерхностиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝогра-
ничивающиеѝнекотороеѝтело,ѝвѝнаправленииѝвнешнейѝнорма-

ли.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.ѝ1.ѝНайтиѝdivѝ .

2.ѝНайтиѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝна-
правленииѝвнешнейѝнормалиѝкѝповерхностиѝтела,ѝограничен-

ногоѝповерхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ20.)

15.5.ѝЦИРКУЛЯЦИЯѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ.ѝ
РОТОРѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ

Пустьѝ Гѝ–ѝ замкнутаяѝ кусочно-гладкаяѝ криваяѝ вѝ пространствеѝR3ѝ иѝSѝ–

гладкаяѝповерхность,ѝкраемѝкоторойѝслужитѝкриваяѝГ.ѝЗаѝположительноеѝна-

правлениеѝобходаѝкривойѝГѝпринимаетсяѝтакоеѝнаправление,ѝприѝкоторомѝобласть,

ограниченнаяѝэтойѝкривой,ѝбудетѝоставатьсяѝслеваѝнаѝположительнойѝстороне

поверхностиѝS,ѝт.е.ѝнаѝстороне,ѝизѝточекѝкоторойѝпроведенѝединичныйѝвектор

нормалиѝ ѝповерхностиѝS.ѝПусть,ѝдалее,ѝвѝокрестности

поверхностиѝSѝзаданѝвекторѝ ,ѝкоординатыѝкоторогоѝP,ѝQ,ѝRѝяв-

ляютсяѝнепрерывнымиѝфункциямиѝотѝх,ѝу,ѝzѝвместеѝсоѝсвоимиѝпервымиѝчаст-

нымиѝпроизводными.ѝТогдаѝимеетѝместоѝформулаѝСтокса,ѝсвязывающаяѝкри-

волинейныйѝиѝповерхностныйѝинтегралыѝ(рис.ѝ15.9):

, (15.24)

гдеѝнаправлениеѝобходаѝпоѝзамкнутойѝкривойѝГѝвыбираетсяѝположительным.

gradѝ x
2

y
2

z
2+ +( )

a M( ) 2x i z k+=
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2 2y
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2
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ФормулаѝГринаѝ(14.14)ѝявляетсяѝчастнымѝслучаемѝформулыѝСтокса,ѝкогда

криваяѝГѝиѝповерхностьѝSѝлежатѝвѝплоскостиѝОху.

Отметим,ѝчтоѝформулаѝСтоксаѝ(15.24)ѝсправедливаѝдляѝлюбойѝповерхности

S,ѝеслиѝееѝможноѝразбитьѝнаѝчасти,ѝуравненияѝкоторыхѝимеютѝвидѝz = f (x,ѝy).

Примерѝ1.ѝВычислитьѝ

поѝконтуруѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ«пробегаемому»ѝпоѝходуѝчасо-

войѝстрелкиѝсѝточкиѝзренияѝнаблюдателя,ѝнаходящегосяѝвѝначалеѝкоординатѝО.ѝ

Контурѝ интегрированияѝ Гѝ–ѝ лежащаяѝ вѝ плоскостиѝ ѝ окружность

,ѝ полученнаяѝвѝрезультатеѝпересеченияѝсферыѝ ѝс

конусомѝ ѝ(рис.ѝ15.10).ѝВѝкачествеѝповерхностиѝSѝ ѝвозьмемѝкругѝс

краемѝГ:ѝ ,ѝ .ѝДалее,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .

Тогдаѝ вѝ соответствииѝ сѝ формулойѝ Стоксаѝ иѝ условиемѝ задачиѝ возьмем

n0 = (0,ѝ0,ѝ1)ѝ(этимѝобеспечиваетсяѝположительноеѝнаправлениеѝдвижения

поѝГѝ(рис.ѝ15.10)).ѝИмеем:

.

Еслиѝ заданыѝ векторноеѝ полеѝ ѝ иѝ некотораяѝ замкнутая

кусочно-гладкаяѝкриваяѝГѝвѝпространствеѝR3,ѝтоѝкриволинейныйѝинтеграл

(15.25)

называетсяѝциркуляциейѝвекторногоѝполяѝ ѝ вдольѝконтураѝГ.ѝЗдесьѝ ѝ–

единичныйѝвектор,ѝнаправленныйѝпоѝкасательнойѝкѝкривойѝГѝиѝуказывающий

направлениеѝобходаѝпоѝконтуру.ѝ

Еслиѝаѝ–ѝвекторѝсилы,ѝтоѝциркуляцияѝ(15.25)ѝравнаѝработеѝэтойѝсилыѝвдоль

замкнутойѝкривойѝГ.ѝ
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Г
∫° x

2
y

2–( )d y y
2

z
2–( )d z+ +=

x
2

y
2

z
2+ + 8= x

2
y

2+ z
2= z 0>

z 2=

x
2

y
2+ 4= x

2
y

2
z
2+ + 8=

x
2

y
2+ z

2=

x
2

y
2+ 4≤ z 2= P z

2
x

2–= Q x
2

y
2–= R y

2
z
2–=

∂R
∂y
------- ∂Q

∂z
-------– 2y= ∂P

∂z
------- ∂R

∂x
-------– 2z= ∂Q

∂x
------- ∂P

∂y
-------– 2x=

I 2x xd yd∫
D
∫

ѝѝѝx ρ ϕ,ѝcos=
y ρ ϕ,ѝsin=

d x d y ρdρdϕ,=
0 ϕ 2π,ѝ≤ ≤ 0 ρ 2≤ ≤

= = =

2 ϕcos ϕ ρ2 ρd

0

2

∫d

0

2π

∫ 0= =

a M( ) P ,ѝQ ,ѝR( )=

C a

Г
∫° τ0

d l⋅ P d x

Г
∫° Q d y R d z+ += =

a M( ) τ0



296

3.ѝ1.ѝНайтиѝdivѝ .

2.ѝНайтиѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝна-
правленииѝвнешнейѝнормалиѝкѝповерхностиѝтела,ѝограничен-

ногоѝповерхностямиѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ20.)

15.5.ѝЦИРКУЛЯЦИЯѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ.ѝ
РОТОРѝВЕКТОРНОГОѝПОЛЯ

Пустьѝ Гѝ–ѝ замкнутаяѝ кусочно-гладкаяѝ криваяѝ вѝ пространствеѝR3ѝ иѝSѝ–

гладкаяѝповерхность,ѝкраемѝкоторойѝслужитѝкриваяѝГ.ѝЗаѝположительноеѝна-

правлениеѝобходаѝкривойѝГѝпринимаетсяѝтакоеѝнаправление,ѝприѝкоторомѝобласть,

ограниченнаяѝэтойѝкривой,ѝбудетѝоставатьсяѝслеваѝнаѝположительнойѝстороне

поверхностиѝS,ѝт.е.ѝнаѝстороне,ѝизѝточекѝкоторойѝпроведенѝединичныйѝвектор

нормалиѝ ѝповерхностиѝS.ѝПусть,ѝдалее,ѝвѝокрестности

поверхностиѝSѝзаданѝвекторѝ ,ѝкоординатыѝкоторогоѝP,ѝQ,ѝRѝяв-

ляютсяѝнепрерывнымиѝфункциямиѝотѝх,ѝу,ѝzѝвместеѝсоѝсвоимиѝпервымиѝчаст-

нымиѝпроизводными.ѝТогдаѝимеетѝместоѝформулаѝСтокса,ѝсвязывающаяѝкри-

волинейныйѝиѝповерхностныйѝинтегралыѝ(рис.ѝ15.9):

, (15.24)

гдеѝнаправлениеѝобходаѝпоѝзамкнутойѝкривойѝГѝвыбираетсяѝположительным.
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ФормулаѝГринаѝ(14.14)ѝявляетсяѝчастнымѝслучаемѝформулыѝСтокса,ѝкогда

криваяѝГѝиѝповерхностьѝSѝлежатѝвѝплоскостиѝОху.

Отметим,ѝчтоѝформулаѝСтоксаѝ(15.24)ѝсправедливаѝдляѝлюбойѝповерхности

S,ѝеслиѝееѝможноѝразбитьѝнаѝчасти,ѝуравненияѝкоторыхѝимеютѝвидѝz = f (x,ѝy).

Примерѝ1.ѝВычислитьѝ

поѝконтуруѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ«пробегаемому»ѝпоѝходуѝчасо-

войѝстрелкиѝсѝточкиѝзренияѝнаблюдателя,ѝнаходящегосяѝвѝначалеѝкоординатѝО.ѝ

Контурѝ интегрированияѝ Гѝ–ѝ лежащаяѝ вѝ плоскостиѝ ѝ окружность

,ѝ полученнаяѝвѝрезультатеѝпересеченияѝсферыѝ ѝс

конусомѝ ѝ(рис.ѝ15.10).ѝВѝкачествеѝповерхностиѝSѝ ѝвозьмемѝкругѝс

краемѝГ:ѝ ,ѝ .ѝДалее,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ .

Тогдаѝ вѝ соответствииѝ сѝ формулойѝ Стоксаѝ иѝ условиемѝ задачиѝ возьмем

n0 = (0,ѝ0,ѝ1)ѝ(этимѝобеспечиваетсяѝположительноеѝнаправлениеѝдвижения

поѝГѝ(рис.ѝ15.10)).ѝИмеем:

.

Еслиѝ заданыѝ векторноеѝ полеѝ ѝ иѝ некотораяѝ замкнутая

кусочно-гладкаяѝкриваяѝГѝвѝпространствеѝR3,ѝтоѝкриволинейныйѝинтеграл

(15.25)

называетсяѝциркуляциейѝвекторногоѝполяѝ ѝ вдольѝконтураѝГ.ѝЗдесьѝ ѝ–

единичныйѝвектор,ѝнаправленныйѝпоѝкасательнойѝкѝкривойѝГѝиѝуказывающий

направлениеѝобходаѝпоѝконтуру.ѝ

Еслиѝаѝ–ѝвекторѝсилы,ѝтоѝциркуляцияѝ(15.25)ѝравнаѝработеѝэтойѝсилыѝвдоль

замкнутойѝкривойѝГ.ѝ
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Примерѝ2.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

вдольѝ линииѝ Гѝ пересеченияѝ цилиндраѝ ѝ сѝ плоскостью

ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝнормаль-

ногоѝвектораѝплоскостиѝn = (–1,ѝ–2,ѝ1).

Параметрическиеѝ уравненияѝ цилиндраѝ ѝ имеютѝ вид

,ѝ .ѝТогдаѝпараметрическимиѝуравнениямиѝкривойѝГѝ(эл-

липсаѝвѝплоскостиѝсечения)ѝбудутѝ ,ѝ ,ѝ .

Поэтомуѝциркуляцияѝ векторногоѝполяѝ вдольѝ эллипсаѝ вѝположительномѝна-

правленииѝобходаѝвычисляетсяѝпоѝформулеѝ

.

Роторомѝилиѝвихремѝвекторногоѝполяѝ ѝназываетсяѝвектор

. (15.26)

Используяѝпонятияѝротораѝиѝциркуляции,ѝформулуѝСтоксаѝ(15.24)ѝможно

записатьѝвѝвекторнойѝформе:

, (15.27)

т.е.ѝциркуляцияѝвекторногоѝполяѝ ѝвдольѝзамкнутогоѝконтураѝГѝравнаѝпотоку

ротораѝэтогоѝполяѝчерезѝлюбуюѝгладкуюѝповерхностьѝS,ѝкраемѝкоторойѝявляетсяѝГ.
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НаправлениеѝобходаѝпоѝГѝиѝсторонаѝповерхностиѝSѝодновременноѝилиѝполо-

жительные,ѝилиѝотрицательные.

Число

называетсяѝплотностьюѝциркуляцииѝ векторногоѝполяѝ ѝ вѝ точкеѝМѝ вѝ на-

правленииѝ вектораѝ .ѝ Плотностьѝ достигаетѝ максимумаѝ вѝ направлении

ѝиѝравнаѝ .

Отметимѝнекоторыеѝсвойстваѝротораѝвекторногоѝполя:

1)ѝrot (a + b) = rot a + rot b;

2)ѝrot c = 0,ѝеслиѝсѝ–ѝпостоянныйѝвектор;

3)ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝскалярнаяѝфункция.

Еслиѝ ,ѝ тоѝ этоѝ свидетельствуетѝ оѝ вращенииѝ векторногоѝ поля

.

Пример 3.ѝ Найтиѝ роторѝ вектораѝ линейнойѝ скоростиѝ

( ,ѝ )ѝлюбойѝточкиѝ ѝпространства.

Имеем:

.

Поѝопределениюѝротораѝнаходим:

.

Примерѝ4.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

поѝокружностиѝГ:ѝ ,ѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобхода

относительноѝединичногоѝвектораѝkѝдвумяѝспособами:ѝ1)ѝисходяѝизѝопределе-

нияѝциркуляцииѝ(15.25);ѝ2)ѝсѝпомощьюѝповерхностногоѝинтеграла,ѝиспользо-

вавѝформулуѝСтоксаѝ(15.27).

1.ѝТакѝкакѝприѝвозрастанииѝпараметраѝtѝотѝ0ѝдоѝ ѝдвижениеѝпоѝокруж-

ностиѝ происходитѝ противѝ ходаѝ часовойѝ стрелкиѝ относительноѝ единичного

вектораѝk = (0,ѝ0,ѝ1),ѝтоѝпараметрическиеѝуравненияѝориентированнойѝкривой

Гѝимеютѝвидѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝТогдаѝ

C M( ) пр
n0 rotѝa M( )=
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n
0
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Примерѝ2.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

вдольѝ линииѝ Гѝ пересеченияѝ цилиндраѝ ѝ сѝ плоскостью

ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝнормаль-

ногоѝвектораѝплоскостиѝn = (–1,ѝ–2,ѝ1).

Параметрическиеѝ уравненияѝ цилиндраѝ ѝ имеютѝ вид

,ѝ .ѝТогдаѝпараметрическимиѝуравнениямиѝкривойѝГѝ(эл-

липсаѝвѝплоскостиѝсечения)ѝбудутѝ ,ѝ ,ѝ .

Поэтомуѝциркуляцияѝ векторногоѝполяѝ вдольѝ эллипсаѝ вѝположительномѝна-

правленииѝобходаѝвычисляетсяѝпоѝформулеѝ

.

Роторомѝилиѝвихремѝвекторногоѝполяѝ ѝназываетсяѝвектор

. (15.26)

Используяѝпонятияѝротораѝиѝциркуляции,ѝформулуѝСтоксаѝ(15.24)ѝможно

записатьѝвѝвекторнойѝформе:

, (15.27)

т.е.ѝциркуляцияѝвекторногоѝполяѝ ѝвдольѝзамкнутогоѝконтураѝГѝравнаѝпотоку

ротораѝэтогоѝполяѝчерезѝлюбуюѝгладкуюѝповерхностьѝS,ѝкраемѝкоторойѝявляетсяѝГ.
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НаправлениеѝобходаѝпоѝГѝиѝсторонаѝповерхностиѝSѝодновременноѝилиѝполо-

жительные,ѝилиѝотрицательные.

Число

называетсяѝплотностьюѝциркуляцииѝ векторногоѝполяѝ ѝ вѝ точкеѝМѝ вѝ на-

правленииѝ вектораѝ .ѝ Плотностьѝ достигаетѝ максимумаѝ вѝ направлении

ѝиѝравнаѝ .

Отметимѝнекоторыеѝсвойстваѝротораѝвекторногоѝполя:

1)ѝrot (a + b) = rot a + rot b;

2)ѝrot c = 0,ѝеслиѝсѝ–ѝпостоянныйѝвектор;

3)ѝ ,ѝгдеѝ ѝ–ѝскалярнаяѝфункция.

Еслиѝ ,ѝ тоѝ этоѝ свидетельствуетѝ оѝ вращенииѝ векторногоѝ поля

.

Пример 3.ѝ Найтиѝ роторѝ вектораѝ линейнойѝ скоростиѝ

( ,ѝ )ѝлюбойѝточкиѝ ѝпространства.

Имеем:

.

Поѝопределениюѝротораѝнаходим:

.

Примерѝ4.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

поѝокружностиѝГ:ѝ ,ѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобхода

относительноѝединичногоѝвектораѝkѝдвумяѝспособами:ѝ1)ѝисходяѝизѝопределе-

нияѝциркуляцииѝ(15.25);ѝ2)ѝсѝпомощьюѝповерхностногоѝинтеграла,ѝиспользо-

вавѝформулуѝСтоксаѝ(15.27).

1.ѝТакѝкакѝприѝвозрастанииѝпараметраѝtѝотѝ0ѝдоѝ ѝдвижениеѝпоѝокруж-

ностиѝ происходитѝ противѝ ходаѝ часовойѝ стрелкиѝ относительноѝ единичного

вектораѝk = (0,ѝ0,ѝ1),ѝтоѝпараметрическиеѝуравненияѝориентированнойѝкривой

Гѝимеютѝвидѝ ,ѝ ,ѝ ѝ .ѝТогдаѝ
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.

2.ѝВѝкачествеѝповерхностиѝS,ѝкраемѝкоторойѝявляетсяѝкриваяѝГ,ѝвозьмем

кругѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ15.11).ѝТогдаѝ = k.ѝДалее,ѝrotѝa = (2x – 1)kѝиѝ

.

АЗ-15.5

1.ѝНайтиѝроторѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ–1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ

.)

2.ѝСѝпомощьюѝформулыѝСтоксаѝпреобразоватьѝинтегралѝ

,

гдеѝГѝ–ѝзамкнутыйѝконтур,ѝвѝинтегралѝпоѝповерхности,ѝ«натя-
нутой»ѝнаѝэтотѝконтур.ѝ

2 t ѝ( 2– tsinsin t )d

0

2π

∫ 4 t
2cos+ 2 t d tcos⋅ 3– 0⋅= =

8 t
3cos td

0

2π

∫ 4 t
2sin td

0

2π

∫– 8 1 t
2sin–( ) tsin( )d

0

2π

∫ –= =

2– 1 2tcos–( ) td

0

2π

∫ 4– π=

x
2

y
2+ 4≤ z 3= n

0

Р и с .ѝ15.11

C rotѝa n
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ϕ (2

0

2

∫ ρ ϕcos 1)– ρd ρd
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2
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2

⋅ 4– π= =

a M( ) x y z i x y z+ +( )jѝ++=

x
2

y
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z
2+ +( )k+ rotѝa M( ) 3– i –=
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y
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Г
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2
z
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2
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3.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ
вдольѝ эллипса,ѝ образованногоѝ сечениемѝ однополостногоѝ ги-

перболоидаѝ ѝ плоскостьюѝ .ѝ Результат

проверитьѝсѝпомощьюѝформулыѝСтокса.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвдольѝконтураѝГ:ѝ ,ѝ ѝвѝположительномѝна-

правленииѝобходаѝотносительноѝортаѝ = kѝнепосредственноѝи

сѝпомощьюѝформулыѝСтокса.ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝ поѝ сечениюѝ сферыѝ ѝ плоскостью

ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотноси-

тельноѝвектораѝn = (1,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

6.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝпоѝконтуру,ѝвырезаемомуѝвѝпервомѝоктантеѝизѝпа-

раболоидаѝ ѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝв
положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительноѝ внешней

нормалиѝповерхностиѝпараболоида.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝпоѝконтуруѝпересеченияѝпараболоидаѝ
сѝплоскостьюѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝот-

носительноѝортаѝ = i.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.ѝВычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝполяѝ

ѝпоѝлинииѝГѝпересеченияѝконусаѝ ѝсѝплос-

костьюѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотноси-

тельноѝортаѝ = k.ѝ(Ответ:ѝ .)
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.

2.ѝВѝкачествеѝповерхностиѝS,ѝкраемѝкоторойѝявляетсяѝкриваяѝГ,ѝвозьмем

кругѝ ,ѝ ѝ(рис.ѝ15.11).ѝТогдаѝ = k.ѝДалее,ѝrotѝa = (2x – 1)kѝиѝ

.

АЗ-15.5

1.ѝНайтиѝроторѝвекторногоѝполяѝ

ѝвѝточкеѝМ(1,ѝ–1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ

.)

2.ѝСѝпомощьюѝформулыѝСтоксаѝпреобразоватьѝинтегралѝ

,

гдеѝГѝ–ѝзамкнутыйѝконтур,ѝвѝинтегралѝпоѝповерхности,ѝ«натя-
нутой»ѝнаѝэтотѝконтур.ѝ
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3.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ
вдольѝ эллипса,ѝ образованногоѝ сечениемѝ однополостногоѝ ги-

перболоидаѝ ѝ плоскостьюѝ .ѝ Результат

проверитьѝсѝпомощьюѝформулыѝСтокса.ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвдольѝконтураѝГ:ѝ ,ѝ ѝвѝположительномѝна-

правленииѝобходаѝотносительноѝортаѝ = kѝнепосредственноѝи

сѝпомощьюѝформулыѝСтокса.ѝ(Ответ:ѝ .)

5.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝ поѝ сечениюѝ сферыѝ ѝ плоскостью

ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотноси-

тельноѝвектораѝn = (1,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

6.ѝНайтиѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝпоѝконтуру,ѝвырезаемомуѝвѝпервомѝоктантеѝизѝпа-

раболоидаѝ ѝплоскостямиѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝв
положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительноѝ внешней

нормалиѝповерхностиѝпараболоида.ѝ(Ответ:ѝ .)

7.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝпоѝконтуруѝпересеченияѝпараболоидаѝ
сѝплоскостьюѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝот-

носительноѝортаѝ = i.ѝ(Ответ:ѝ .)

8.ѝВычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝполяѝ

ѝпоѝлинииѝГѝпересеченияѝконусаѝ ѝсѝплос-

костьюѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобходаѝотноси-

тельноѝортаѝ = k.ѝ(Ответ:ѝ .)
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Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ Вычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝвдольѝлинииѝГѝпересеченияѝсферыѝ ѝ с

конусомѝ ѝвѝположительномѝнаправленииѝобхода

относительноѝортаѝ = k.

2.ѝВычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝ поѝ линииѝ Гѝ пересеченияѝ полусферы

ѝ сѝцилиндромѝ ѝвѝположительном

направленииѝобходаѝoтносительноѝортаѝn0 = k.

3.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ

ѝвдольѝлинииѝГѝпересеченияѝцилиндраѝ ѝс

плоскостьюѝ ,ѝеслиѝ = k.

15.6.ѝДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕѝОПЕРАЦИИѝВТОРОГОѝ
ПОРЯДКА.ѝКЛАССИФИКАЦИЯѝВЕКТОРНЫХѝПОЛЕЙ

Дифференциальныеѝоперации.ѝВведенныеѝвышеѝосновныеѝпонятияѝвекторного
анализаѝ(градиент,ѝдивергенция,ѝротор)ѝудобноѝописыватьѝсѝпомощьюѝдифферен-
циальногоѝоператора,ѝкоторыйѝобозначаетсяѝсимволомѝ ѝ(читаетсяѝ«набла»):

иѝназываетсяѝоператоромѝГамильтона.

Выразимѝосновныеѝдифференциальныеѝоперацииѝсѝпомощьюѝоператораѝ :

,

,

.

Операцииѝнахожденияѝградиента,ѝдивергенции,ѝротораѝназываютсяѝдиф-
ференциальнымиѝоперациямиѝпервогоѝпорядка.

Перечислимѝ основныеѝ свойстваѝ дифференциальныхѝ операцийѝ второго
порядка:
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гдеѝ ѝназываетсяѝоператоромѝЛапласа;

,

,

,

.

Соленоидальноеѝвекторноеѝполе.ѝВекторноеѝполеѝ ѝназываетсяѝсолено-
идальнымѝилиѝтрубчатымѝвѝобластиѝпространстваѝV,ѝеслиѝвѝкаждойѝточкеѝэтой
областиѝ

.

Такѝкакѝ ,ѝтоѝполеѝротораѝлюбогоѝвекторногоѝполяѝ
являетсяѝсоленоидальным.ѝ

Потокѝсоленоидальногоѝвекторногоѝполяѝ ѝвѝнаправленииѝегоѝвектор-
ныхѝлинийѝчерезѝкаждоеѝсечениеѝвекторнойѝтрубки,ѝсогласноѝформулеѝОстро-
градского–Гаусса,ѝодинѝиѝтотѝже.ѝТрубчатоеѝполеѝнеѝимеетѝисточниковѝиѝстоков.ѝ

Дляѝ каждогоѝ соленоидальногоѝ поляѝ ѝ существуетѝ векторноеѝ поле

,ѝ такое,ѝ чтоѝ .ѝ Векторѝ ѝ называетсяѝ вектором-по-

тенциаломѝданногоѝполяѝ .

Потенциальноеѝвекторноеѝполе.ѝВекторноеѝполеѝ ѝназы-
ваетсяѝпотенциальнымѝилиѝбезвихревымѝвѝодносвязнойѝобластиѝпространстваѝV,
еслиѝвѝкаждойѝточкеѝэтойѝобласти

.

Согласноѝопределениюѝротораѝнеобходимымиѝиѝдостаточнымиѝусловиями
потенциальностиѝполяѝ ѝявляютсяѝравенства:

,ѝ ,ѝ . (15.28)

Такѝ какѝ ,ѝ тоѝ полеѝ градиентаѝ любогоѝ скалярногоѝполя

ѝ–ѝпотенциальное.ѝДляѝтогоѝчтобыѝполеѝ ѝбылоѝпотенци-
альнымѝвѝобластиѝV,ѝнеобходимоѝиѝдостаточно,ѝчтобыѝсуществовалаѝдважды
непрерывноѝ дифференцируемаяѝ скалярнаяѝ функцияѝ ,ѝ такая,

чтоѝ ,ѝкотораяѝназываетсяѝпотенциальнойѝфункциейѝ(потенциа-

лом)ѝполяѝ .
Такѝкакѝприѝвыполненииѝусловийѝ(15.28)ѝкриволинейныйѝинтегралѝвторо-

гоѝродаѝнеѝзависитѝотѝлинии,ѝсоединяющейѝточкиѝМ0ѝиѝМ1,ѝтоѝдляѝпотенциаль-

ногоѝполяѝ ѝсправедливаѝформулаѝдляѝнахожденияѝпотен-
циальнойѝфункции:

, (15.29)
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идальнымѝилиѝтрубчатымѝвѝобластиѝпространстваѝV,ѝеслиѝвѝкаждойѝточкеѝэтой
областиѝ

.

Такѝкакѝ ,ѝтоѝполеѝротораѝлюбогоѝвекторногоѝполяѝ
являетсяѝсоленоидальным.ѝ
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,ѝ такое,ѝ чтоѝ .ѝ Векторѝ ѝ называетсяѝ вектором-по-
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.

Согласноѝопределениюѝротораѝнеобходимымиѝиѝдостаточнымиѝусловиями
потенциальностиѝполяѝ ѝявляютсяѝравенства:
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Такѝ какѝ ,ѝ тоѝ полеѝ градиентаѝ любогоѝ скалярногоѝполя
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лом)ѝполяѝ .
Такѝкакѝприѝвыполненииѝусловийѝ(15.28)ѝкриволинейныйѝинтегралѝвторо-
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гдеѝ ѝ–ѝнекотораяѝфиксированнаяѝточкаѝобластиѝV;ѝ ѝ–

любаяѝточкаѝобластиѝV;ѝСѝ–ѝпроизвольнаяѝпостоянная.ѝ
Изѝ формулыѝ (15.29)ѝ следуетѝ формулаѝ дляѝ вычисленияѝ криволинейного

интегралаѝвторогоѝрода,ѝнеѝзависящегоѝотѝпутиѝинтегрирования:

, (15.30)

гдеѝ ѝиѝ ѝ–ѝзначенияѝпотенциалаѝuѝвѝначальнойѝАѝиѝконечнойѝBѝточках
пути.ѝ

Гармоническоеѝ векторноеѝ поле.ѝВекторноеѝполеѝ ,ѝ удовлетворяющее

двумѝ условиям:ѝ ѝ иѝ ,ѝ называетсяѝ гармоническим.
ПотенциалѝuѝгармоническогоѝполяѝявляетсяѝрешениемѝуравненияѝЛапласа

. (15.31)

Функцияѝ ,ѝ удовлетворяющаяѝ уравнениюѝ Лапласаѝ (15.31),
называетсяѝгармонической.ѝ

Примерѝ1.ѝПоказать,ѝчтоѝполеѝ ѝявляется

потенциальным,ѝноѝнеѝсоленоидальным.ѝНайтиѝпотенциалѝuѝданногоѝполя.

Имеем:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝТогда

,

т.е.ѝполеѝ ѝ–ѝпотенциальное.ѝ
Далееѝимеем:

,

поэтомуѝполеѝ ѝнеѝявляетсяѝсоленоидальным.ѝ
Согласноѝформулеѝ(15.29)

.

Такѝкакѝфункцииѝ ,ѝ ,ѝ ѝнепрерывныѝиѝимеют

непрерывныеѝчастныеѝпроизводныеѝвоѝвсехѝточкахѝпространстваѝR3,ѝтоѝвѝка-
чествеѝточкиѝ ѝможноѝвзятьѝначалоѝкоординатѝО(0,ѝ0,ѝ0),ѝаѝвѝка-

чествеѝ ѝ–ѝпроизвольнуюѝточкуѝпространства.ѝКакѝотмечалосьѝранее,
криволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝнеѝ зависитѝотѝпутиѝинтегрирования,
поэтомуѝегоѝможноѝвычислитьѝпоѝломанойѝОАВМѝ(рис.ѝ15.12):
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.

ЗаменивѝвѝпоследнемѝравенствеѝX,ѝY,ѝZѝнаѝx,ѝy,ѝz,ѝзапишемѝвыражениеѝдля
потенциалаѝполя:ѝ

.

Примерѝ2.ѝПроверить,ѝявляетсяѝлиѝпотенциальнымѝполеѝ

,ѝ найтиѝ егоѝ потенциалѝ иѝ вычислить

соответствующийѝкриволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝпоѝлинии,ѝсоединя-
ющейѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ–2,ѝ3).

Учитывая,ѝчтоѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝнаходим:

.
Следовательно,ѝполеѝаѝ–ѝпотенциальноеѝиѝсуществуетѝпотенциалѝ(см.ѝфор-

мулуѝ(15.29)ѝиѝпримерѝ1)

.
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гдеѝ ѝ–ѝнекотораяѝфиксированнаяѝточкаѝобластиѝV;ѝ ѝ–

любаяѝточкаѝобластиѝV;ѝСѝ–ѝпроизвольнаяѝпостоянная.ѝ
Изѝ формулыѝ (15.29)ѝ следуетѝ формулаѝ дляѝ вычисленияѝ криволинейного

интегралаѝвторогоѝрода,ѝнеѝзависящегоѝотѝпутиѝинтегрирования:

, (15.30)

гдеѝ ѝиѝ ѝ–ѝзначенияѝпотенциалаѝuѝвѝначальнойѝАѝиѝконечнойѝBѝточках
пути.ѝ

Гармоническоеѝ векторноеѝ поле.ѝВекторноеѝполеѝ ,ѝ удовлетворяющее

двумѝ условиям:ѝ ѝ иѝ ,ѝ называетсяѝ гармоническим.
ПотенциалѝuѝгармоническогоѝполяѝявляетсяѝрешениемѝуравненияѝЛапласа

. (15.31)

Функцияѝ ,ѝ удовлетворяющаяѝ уравнениюѝ Лапласаѝ (15.31),
называетсяѝгармонической.ѝ

Примерѝ1.ѝПоказать,ѝчтоѝполеѝ ѝявляется

потенциальным,ѝноѝнеѝсоленоидальным.ѝНайтиѝпотенциалѝuѝданногоѝполя.

Имеем:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝТогда

,

т.е.ѝполеѝ ѝ–ѝпотенциальное.ѝ
Далееѝимеем:

,

поэтомуѝполеѝ ѝнеѝявляетсяѝсоленоидальным.ѝ
Согласноѝформулеѝ(15.29)

.

Такѝкакѝфункцииѝ ,ѝ ,ѝ ѝнепрерывныѝиѝимеют

непрерывныеѝчастныеѝпроизводныеѝвоѝвсехѝточкахѝпространстваѝR3,ѝтоѝвѝка-
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чествеѝ ѝ–ѝпроизвольнуюѝточкуѝпространства.ѝКакѝотмечалосьѝранее,
криволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝнеѝ зависитѝотѝпутиѝинтегрирования,
поэтомуѝегоѝможноѝвычислитьѝпоѝломанойѝОАВМѝ(рис.ѝ15.12):
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.

ЗаменивѝвѝпоследнемѝравенствеѝX,ѝY,ѝZѝнаѝx,ѝy,ѝz,ѝзапишемѝвыражениеѝдля
потенциалаѝполя:ѝ

.

Примерѝ2.ѝПроверить,ѝявляетсяѝлиѝпотенциальнымѝполеѝ

,ѝ найтиѝ егоѝ потенциалѝ иѝ вычислить

соответствующийѝкриволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝпоѝлинии,ѝсоединя-
ющейѝточкиѝА(1,ѝ1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ–2,ѝ3).

Учитывая,ѝчтоѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝнаходим:

.
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.
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Такѝкакѝвѝпотенциальномѝполеѝкриволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝне
зависитѝотѝпутиѝинтегрирования,ѝсоединяющегоѝточкиѝАѝиѝВ,ѝтоѝсогласноѝфор-
мулеѝ(15.30)ѝимеем:

.

Примерѝ3.ѝДоказать,ѝчтоѝфункцияѝ ,ѝгдеѝ ,ѝявляет-

сяѝгармоническойѝиѝвекторноеѝполеѝ ѝ–ѝгармоническое.ѝ

Преждеѝвсегоѝследуетѝпроверить,ѝ справедливоѝлиѝдляѝданнойѝфункции

уравнениеѝЛапласаѝ(15.31).ѝВычисляемѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝ :

,ѝ ;ѝѝ ,ѝ ;

,ѝ ;ѝ

.

Следовательно,ѝ уравнениеѝ Лапласаѝ ѝ удовлетворяетсяѝ иѝ данная

функцияѝ ѝ–ѝгармоническая.ѝ

Далееѝнаходим:

.

Какѝизвестно,ѝ ѝдляѝлюбойѝфункцииѝu,ѝт.е.

одноѝизѝусловийѝвѝопределенииѝгармоническогоѝполяѝ ѝвыполнено.ѝДру-

гоеѝусловиеѝ( )ѝтакжеѝвыполняется,ѝпоскольку

.

АЗ-15.6

1.ѝДоказатьѝсѝпомощьюѝформулыѝСтокса,ѝчто

,

гдеѝГѝ–ѝлюбойѝзамкнутыйѝконтур.ѝРезультатѝпроверитьѝпутем
вычисленияѝинтегралаѝпоѝконтуруѝтреугольникаѝАВСѝсѝверши-
намиѝА(0,ѝ0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ1,ѝ0),ѝС(1,ѝ1,ѝ1).

2.ѝНайтиѝ ,ѝеслиѝ .

3.ѝСредаѝвращаетсяѝкакѝтвердоеѝтелоѝвокругѝосиѝOzѝсѝугло-

войѝскоростьюѝ .ѝНайтиѝроторѝполяѝлинейныхѝскоро-

y z x y–( ) xd
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стейѝ ,ѝгдеѝrѝ–ѝрадиус-векторѝдвижущейсяѝточкиѝМ(х,

у,ѝz).ѝ(Ответ:ѝ .)
4.ѝНайтиѝциркуляциюѝполяѝскоростейѝv,ѝописанногоѝвѝпре-

дыдущемѝзадании,ѝпоѝокружностиѝ ,ѝ ѝвѝполо-
жительномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝортаѝk.ѝ(Ответ:

.)

5.ѝДоказать,ѝчтоѝ ѝдляѝлюбогоѝполяѝ .

6.ѝУстановитьѝпотенциальностьѝполяѝ ѝиѝнайтиѝегоѝпо-
тенциалѝu,ѝесли:

а)ѝ ;

б)ѝ ;

в)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ

.)

7.ѝПроверить,ѝявляетсяѝлиѝгармоническойѝфункцияѝ ,

еслиѝ .

8.ѝ Установитьѝ потенциальностьѝ поляѝ ѝ иѝ найтиѝ его
потенциалѝu:

а)ѝ

;

б)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ .)

9.ѝДоказать,ѝчтоѝвекторноеѝполеѝ ѝr,ѝгдеѝ

,ѝкотороеѝописываетѝгравитационноеѝполе,ѝсоздава-

емоеѝточечнойѝмассойѝm,ѝпомещеннойѝвѝначалоѝкоординат
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Такѝкакѝвѝпотенциальномѝполеѝкриволинейныйѝинтегралѝвторогоѝродаѝне
зависитѝотѝпутиѝинтегрирования,ѝсоединяющегоѝточкиѝАѝиѝВ,ѝтоѝсогласноѝфор-
мулеѝ(15.30)ѝимеем:

.

Примерѝ3.ѝДоказать,ѝчтоѝфункцияѝ ,ѝгдеѝ ,ѝявляет-

сяѝгармоническойѝиѝвекторноеѝполеѝ ѝ–ѝгармоническое.ѝ

Преждеѝвсегоѝследуетѝпроверить,ѝ справедливоѝлиѝдляѝданнойѝфункции

уравнениеѝЛапласаѝ(15.31).ѝВычисляемѝ ,ѝ ,ѝ ѝиѝ :

,ѝ ;ѝѝ ,ѝ ;

,ѝ ;ѝ

.

Следовательно,ѝ уравнениеѝ Лапласаѝ ѝ удовлетворяетсяѝ иѝ данная

функцияѝ ѝ–ѝгармоническая.ѝ

Далееѝнаходим:

.

Какѝизвестно,ѝ ѝдляѝлюбойѝфункцииѝu,ѝт.е.

одноѝизѝусловийѝвѝопределенииѝгармоническогоѝполяѝ ѝвыполнено.ѝДру-

гоеѝусловиеѝ( )ѝтакжеѝвыполняется,ѝпоскольку

.

АЗ-15.6

1.ѝДоказатьѝсѝпомощьюѝформулыѝСтокса,ѝчто

,

гдеѝГѝ–ѝлюбойѝзамкнутыйѝконтур.ѝРезультатѝпроверитьѝпутем
вычисленияѝинтегралаѝпоѝконтуруѝтреугольникаѝАВСѝсѝверши-
намиѝА(0,ѝ0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ1,ѝ0),ѝС(1,ѝ1,ѝ1).

2.ѝНайтиѝ ,ѝеслиѝ .

3.ѝСредаѝвращаетсяѝкакѝтвердоеѝтелоѝвокругѝосиѝOzѝсѝугло-

войѝскоростьюѝ .ѝНайтиѝроторѝполяѝлинейныхѝскоро-
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стейѝ ,ѝгдеѝrѝ–ѝрадиус-векторѝдвижущейсяѝточкиѝМ(х,

у,ѝz).ѝ(Ответ:ѝ .)
4.ѝНайтиѝциркуляциюѝполяѝскоростейѝv,ѝописанногоѝвѝпре-

дыдущемѝзадании,ѝпоѝокружностиѝ ,ѝ ѝвѝполо-
жительномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝортаѝk.ѝ(Ответ:

.)

5.ѝДоказать,ѝчтоѝ ѝдляѝлюбогоѝполяѝ .

6.ѝУстановитьѝпотенциальностьѝполяѝ ѝиѝнайтиѝегоѝпо-
тенциалѝu,ѝесли:

а)ѝ ;

б)ѝ ;

в)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ ;ѝв)ѝ

.)

7.ѝПроверить,ѝявляетсяѝлиѝгармоническойѝфункцияѝ ,

еслиѝ .

8.ѝ Установитьѝ потенциальностьѝ поляѝ ѝ иѝ найтиѝ его
потенциалѝu:

а)ѝ

;

б)ѝ .

(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ .)

9.ѝДоказать,ѝчтоѝвекторноеѝполеѝ ѝr,ѝгдеѝ

,ѝкотороеѝописываетѝгравитационноеѝполе,ѝсоздава-

емоеѝточечнойѝмассойѝm,ѝпомещеннойѝвѝначалоѝкоординат
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( ѝ–ѝньютоновскаяѝпостояннаяѝтяготения),ѝявляетсяѝгармо-

ническимѝ (потенциальнымѝиѝ безвихревым),ѝ найтиѝ егоѝпо-

тенциалѝ uѝ иѝ убедиться,ѝ чтоѝ онѝ удовлетворяетѝ уравнению

Лапласа.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝДоказать,ѝчтоѝ .

11.ѝНайтиѝпотенциалѝuѝполяѝ ѝи

вычислитьѝ

.

(Ответ:ѝ ;ѝ12.)

Самостоятельнаяѝработа

Проверитьѝпотенциальностьѝвекторногоѝполяѝ ,ѝнай-
тиѝ егоѝ потенциалѝ иѝ вычислитьѝ значениеѝ соответствующего
криволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝродаѝпоѝдугеѝлинии,ѝсоеди-
няющейѝточкиѝАѝиѝВѝ(Аѝ–ѝначалоѝдуги,ѝВѝ–ѝееѝконец).

1.ѝ ,ѝА(1,ѝ–1,ѝ2),ѝВ(–2,ѝ4,ѝ2).ѝ(От-
вет:ѝ34.)

2.ѝ ,ѝА(1,ѝ–1,ѝ1),

В(–2,ѝ2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ92/3.)

3.ѝ ,ѝА(0,ѝ1,ѝ–2),

В(2,ѝ3,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ25.)

15.7.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ15

ИДЗ-15.1

1.ѝДаныѝфункцияѝ ѝиѝточкиѝМ1,ѝМ2.ѝВы-
числить:ѝ1)ѝ производнуюѝэтойѝфункцииѝвѝ точкеѝМ1ѝ поѝна-

правлениюѝвектораѝ ;ѝ2)ѝ .

γ

u γm r⁄=

rotѝgradѝu M( ) 0=

a M( ) y z 1+( )i x z j x y k+ +=

y z 1+( ) xd

1 ,ѝ1,ѝ1( )

2 ,ѝ3,ѝ2( )

∫ x z d y x y d z+ +

u x x y z C+ +=

a M( )

a M( ) 2x y z i x
2

z j x
2

y k+ +=

a M( ) x
2 2y z–( )i y

2 2x z–( )j z
2 2x y–( )k+ +=

a M( ) 2x y z
2+( )i 2x y x

2+( )j 2x z y
2+( )k+ +=

u M( ) u x ,ѝy ,ѝz( )=

M1M2 gradѝu M1( )
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1.1.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ–1,ѝ2),ѝМ2(3,ѝ4,ѝ–1).

1.2.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(4,ѝ–3,ѝ0).

1.3.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ2,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ1,ѝ–1).

1.4.ѝ ,ѝМ1(0,ѝ0,ѝ0),ѝМ2(3,ѝ–4,ѝ2).

1.5.ѝ ,ѝМ1(–2,ѝ3,ѝ–1),ѝМ2(2,ѝ1,ѝ–3).

1.6.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ2,ѝ1).

1.7.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(2,ѝ–1,ѝ3).

1.8.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ0,ѝ2),ѝМ2(4,ѝ1,ѝ3).

1.9.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ2),ѝМ2(3,ѝ–1,ѝ4).

1.10.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(9,ѝ–3,ѝ9).

1.11.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ2),ѝМ2(–3,ѝ2,ѝ–1).

1.12.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(–2,ѝ1,ѝ4).

1.13.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ–1,ѝ2),ѝМ2(5,ѝ–1,ѝ4).

1.14.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ–5,ѝ1).

1.15.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ1),ѝМ2(–3,ѝ–2,ѝ6).

1.16.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ3,ѝ0),ѝМ2(–4,ѝ1,ѝ3).

1.17.ѝ ,ѝМ1(–4,ѝ–5,ѝ0),ѝМ2(2,ѝ3,ѝ4).

1.18.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ2,ѝ–4),ѝМ2(1,ѝ0,ѝ–3).

1.19.ѝ ,ѝМ1(–2,ѝ–3,ѝ1),ѝМ2(5,ѝ–2,ѝ0).

1.20.ѝ ,ѝМ1(–5,ѝ0,ѝ2),ѝМ2(2,ѝ4,ѝ–3).

1.21.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ1,ѝ4),ѝМ2(1,ѝ–1,ѝ–1).

1.22.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ–1),ѝМ2(0,ѝ–1,ѝ3).

1.23.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ5,ѝ0),ѝМ2(3,ѝ7,ѝ–2).

1.24.ѝ ,ѝМ1(0,ѝ–2,ѝ–1),ѝМ2(12,ѝ–5,ѝ0).
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( ѝ–ѝньютоновскаяѝпостояннаяѝтяготения),ѝявляетсяѝгармо-

ническимѝ (потенциальнымѝиѝ безвихревым),ѝ найтиѝ егоѝпо-

тенциалѝ uѝ иѝ убедиться,ѝ чтоѝ онѝ удовлетворяетѝ уравнению

Лапласа.ѝ(Ответ:ѝ .)

10.ѝДоказать,ѝчтоѝ .

11.ѝНайтиѝпотенциалѝuѝполяѝ ѝи

вычислитьѝ

.

(Ответ:ѝ ;ѝ12.)

Самостоятельнаяѝработа

Проверитьѝпотенциальностьѝвекторногоѝполяѝ ,ѝнай-
тиѝ егоѝ потенциалѝ иѝ вычислитьѝ значениеѝ соответствующего
криволинейногоѝинтегралаѝвторогоѝродаѝпоѝдугеѝлинии,ѝсоеди-
няющейѝточкиѝАѝиѝВѝ(Аѝ–ѝначалоѝдуги,ѝВѝ–ѝееѝконец).

1.ѝ ,ѝА(1,ѝ–1,ѝ2),ѝВ(–2,ѝ4,ѝ2).ѝ(От-
вет:ѝ34.)

2.ѝ ,ѝА(1,ѝ–1,ѝ1),

В(–2,ѝ2,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ92/3.)

3.ѝ ,ѝА(0,ѝ1,ѝ–2),

В(2,ѝ3,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ25.)

15.7.ѝИНДИВИДУАЛЬНЫЕѝДОМАШНИЕѝЗАДАНИЯѝ
КѝГЛ.ѝ15

ИДЗ-15.1

1.ѝДаныѝфункцияѝ ѝиѝточкиѝМ1,ѝМ2.ѝВы-
числить:ѝ1)ѝ производнуюѝэтойѝфункцииѝвѝ точкеѝМ1ѝ поѝна-

правлениюѝвектораѝ ;ѝ2)ѝ .

γ

u γm r⁄=

rotѝgradѝu M( ) 0=

a M( ) y z 1+( )i x z j x y k+ +=

y z 1+( ) xd

1 ,ѝ1,ѝ1( )

2 ,ѝ3,ѝ2( )

∫ x z d y x y d z+ +

u x x y z C+ +=

a M( )

a M( ) 2x y z i x
2

z j x
2

y k+ +=

a M( ) x
2 2y z–( )i y

2 2x z–( )j z
2 2x y–( )k+ +=

a M( ) 2x y z
2+( )i 2x y x

2+( )j 2x z y
2+( )k+ +=

u M( ) u x ,ѝy ,ѝz( )=

M1M2 gradѝu M1( )
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1.1.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ–1,ѝ2),ѝМ2(3,ѝ4,ѝ–1).

1.2.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(4,ѝ–3,ѝ0).

1.3.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ2,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ1,ѝ–1).

1.4.ѝ ,ѝМ1(0,ѝ0,ѝ0),ѝМ2(3,ѝ–4,ѝ2).

1.5.ѝ ,ѝМ1(–2,ѝ3,ѝ–1),ѝМ2(2,ѝ1,ѝ–3).

1.6.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ2,ѝ1).

1.7.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(2,ѝ–1,ѝ3).

1.8.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ0,ѝ2),ѝМ2(4,ѝ1,ѝ3).

1.9.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ2),ѝМ2(3,ѝ–1,ѝ4).

1.10.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(9,ѝ–3,ѝ9).

1.11.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ2),ѝМ2(–3,ѝ2,ѝ–1).

1.12.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ1,ѝ–1),ѝМ2(–2,ѝ1,ѝ4).

1.13.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ–1,ѝ2),ѝМ2(5,ѝ–1,ѝ4).

1.14.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(3,ѝ–5,ѝ1).

1.15.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ1),ѝМ2(–3,ѝ–2,ѝ6).

1.16.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ3,ѝ0),ѝМ2(–4,ѝ1,ѝ3).

1.17.ѝ ,ѝМ1(–4,ѝ–5,ѝ0),ѝМ2(2,ѝ3,ѝ4).

1.18.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ2,ѝ–4),ѝМ2(1,ѝ0,ѝ–3).

1.19.ѝ ,ѝМ1(–2,ѝ–3,ѝ1),ѝМ2(5,ѝ–2,ѝ0).

1.20.ѝ ,ѝМ1(–5,ѝ0,ѝ2),ѝМ2(2,ѝ4,ѝ–3).

1.21.ѝ ,ѝМ1(3,ѝ1,ѝ4),ѝМ2(1,ѝ–1,ѝ–1).

1.22.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ2,ѝ–1),ѝМ2(0,ѝ–1,ѝ3).

1.23.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ5,ѝ0),ѝМ2(3,ѝ7,ѝ–2).

1.24.ѝ ,ѝМ1(0,ѝ–2,ѝ–1),ѝМ2(12,ѝ–5,ѝ0).
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1.25.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ2,ѝ–2),ѝМ2(2,ѝ0,ѝ1).

1.26.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(5,ѝ–4,ѝ8).

1.27.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(2,ѝ3,ѝ4).

1.28.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ3,ѝ–5),ѝМ2(4,ѝ2,ѝ–2).

1.29.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ2,ѝ2),ѝМ2(–3,ѝ4,ѝ1).

1.30.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ0,ѝ3),ѝМ2(2,ѝ–4,ѝ5).

2.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝпервогоѝродаѝпо
поверхностиѝS,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскостиѝ(р),ѝотсеченнаяѝко-
ординатнымиѝплоскостями.ѝ

2.1. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.2.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ12.)

2.3. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.4.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.5.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ5/2.)

2.6. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.7.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

u M( ) 10 x
2
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z
2 1+ + +( )⁄=

u M( ) ln 1 x
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∫ x 3y z+ + 3=

15 11 2⁄

2 y 7x– 9z+ +( ) Sd∫
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∫ 2x y– 2z– 2–=

6x y 4z+ +( ) Sd∫
S
∫ 3x 3y z+ + 3=

19 19 6⁄

x 2y 3z+ +( ) Sd∫
S
∫ x y z+ + 2= 8 3

3x 2y– 6z+( ) Sd∫
S
∫ 2x y 2z+ + 2=

2x 5y z–+( )∫ Sd

S
∫ x 2y z+ + 2=

7 6 3⁄

5x 8y– z–( ) Sd∫
S
∫ 2x 3y– z+ 6= 25 14
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2.8.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.9.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.10.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.11.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ5.)

2.12. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.13.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.14.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.15. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.16.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ–1.)

2.17. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.18. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3y x– z–( ) Sd∫
S
∫ x y– z+ 2= 20– 3 3⁄

3y 2x– 2z–( ) Sd∫
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5x y z–+( )∫ Sd
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3x 2y 2z+ +( ) Sd∫
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9 17

2x 3y z–+( )∫ Sd
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∫ 2x y z+ + 2= 2 6

9x 2y z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x y z+ + 4= 40 6

3x 8y 8z+ +( ) Sd∫
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∫ x 4y 2z+ + 8=

96 21
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1.25.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ2,ѝ–2),ѝМ2(2,ѝ0,ѝ1).

1.26.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(5,ѝ–4,ѝ8).

1.27.ѝ ,ѝМ1(–1,ѝ1,ѝ1),ѝМ2(2,ѝ3,ѝ4).

1.28.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ3,ѝ–5),ѝМ2(4,ѝ2,ѝ–2).

1.29.ѝ ,ѝМ1(2,ѝ2,ѝ2),ѝМ2(–3,ѝ4,ѝ1).

1.30.ѝ ,ѝМ1(1,ѝ0,ѝ3),ѝМ2(2,ѝ–4,ѝ5).

2.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝпервогоѝродаѝпо
поверхностиѝS,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскостиѝ(р),ѝотсеченнаяѝко-
ординатнымиѝплоскостями.ѝ

2.1. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.2.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ12.)

2.3. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.4.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.5.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ5/2.)

2.6. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.7.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

u M( ) 10 x
2

y
2

z
2 1+ + +( )⁄=

u M( ) ln 1 x
2

y
2– z

2+ +( )=

u M( ) x
y
-- y

z
-- z

x
--–+=

u M( ) x
3

x y
2 6x y z–+=

u M( ) x
y
-- y

z
--– x

z
--–=

u M( ) e
x y z–=

2x 3y 2z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 3y z+ + 3=

15 11 2⁄

2 y 7x– 9z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x y– 2z– 2–=
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19 19 6⁄

x 2y 3z+ +( ) Sd∫
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3x 2y– 6z+( ) Sd∫
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2x 5y z–+( )∫ Sd
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∫ x 2y z+ + 2=

7 6 3⁄

5x 8y– z–( ) Sd∫
S
∫ 2x 3y– z+ 6= 25 14
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2.8.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.9.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.10.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.11.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ5.)

2.12. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.13.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.14.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.15. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.16.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ–1.)

2.17. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.18. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

3y x– z–( ) Sd∫
S
∫ x y– z+ 2= 20– 3 3⁄
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2x 3y– z+( ) Sd∫
S
∫ x 2y z+ + 2= 6
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S
∫ x 2y 2z+ + 2=
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∫ 3x 2y 2z+ + 6=

9 17

2x 3y z–+( )∫ Sd

S
∫ 2x y z+ + 2= 2 6

9x 2y z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x y z+ + 4= 40 6

3x 8y 8z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 4y 2z+ + 8=

96 21

4y x– 4z+( ) Sd∫
S
∫ x 2y– 2z+ 2=

7x y 2z+ +( ) Sd∫
S
∫ 3x 2y– 2z+ 6=

17 17 2⁄

2x 3y z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x 3y z+ + 6=

18 14
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2.19.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.20.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .

2.21.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ44.)

2.22.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.23.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ44.)

2.24. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.25. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.26.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ10.)

2.27. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.28.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ7/6.)

2.29. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

4x y– z+( ) Sd∫
S
∫ x y– z+ 2= 8 3

6x y– 8z+( ) Sd∫
S
∫ x y 2z+ + 2= 6 6

4x 4y– z–( ) Sd∫
S
∫ x 2y 2z+ + 4=

2x 5y z+ +( ) Sd∫
S
∫ x y 2z+ + 2= 5 6

4x y– 4z+( ) Sd∫
S
∫ 2x 2y z+ + 4=

5x 2y 2z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 2y z+ + 2=

16 3 6⁄

2x 5y 10z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x y 3z+ + 6=

55 14

2x 15y z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 2y 2z+ + 2=

3x 10y z–+( )∫ Sd

S
∫ x 3y 2z+ + 6=

35 14

2x 3y z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x 2y z+ + 2=

5x y– 5z+( ) Sd∫
S
∫ 3x 2y z+ + 6=

37 14
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2.30.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ9/2.)

3.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода.

3.1.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболои-

даѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝост-

рыйѝуголѝсѝортомѝ i),ѝ отсеченнаяѝплоскостьюѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.2.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝсторонаѝповерхностиѝэл-

липсоидаѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.3.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝпо-

верхностиѝ куба,ѝ ограниченногоѝ плоскостямиѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.4.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝсторонаѝповерхности

сферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.5.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ верхняяѝ сторона

плоскостиѝ ,ѝ отсеченнойѝ координатнымиѝ плос-

костями.ѝ(Ответ:ѝ32.)

3.6.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝ сторона

сферыѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:

.)
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2.19.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.20.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .

2.21.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ44.)

2.22.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

2.23.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ44.)

2.24. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.25. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.26.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ10.)

2.27. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

2.28.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ7/6.)

2.29. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (Ответ:

.)

4x y– z+( ) Sd∫
S
∫ x y– z+ 2= 8 3

6x y– 8z+( ) Sd∫
S
∫ x y 2z+ + 2= 6 6

4x 4y– z–( ) Sd∫
S
∫ x 2y 2z+ + 4=

2x 5y z+ +( ) Sd∫
S
∫ x y 2z+ + 2= 5 6

4x y– 4z+( ) Sd∫
S
∫ 2x 2y z+ + 4=

5x 2y 2z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 2y z+ + 2=

16 3 6⁄

2x 5y 10z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x y 3z+ + 6=

55 14

2x 15y z+ +( ) Sd∫
S
∫ x 2y 2z+ + 2=

3x 10y z–+( )∫ Sd

S
∫ x 3y 2z+ + 6=

35 14

2x 3y z+ +( ) Sd∫
S
∫ 2x 2y z+ + 2=

5x y– 5z+( ) Sd∫
S
∫ 3x 2y z+ + 6=

37 14
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2.30.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:ѝ9/2.)

3.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода.

3.1.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболои-

даѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝост-

рыйѝуголѝсѝортомѝ i),ѝ отсеченнаяѝплоскостьюѝ .ѝ (Ответ:

.)

3.2.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝсторонаѝповерхностиѝэл-

липсоидаѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.3.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝпо-

верхностиѝ куба,ѝ ограниченногоѝ плоскостямиѝ ,ѝ ,

,ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.4.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝсторонаѝповерхности

сферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.5.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ верхняяѝ сторона

плоскостиѝ ,ѝ отсеченнойѝ координатнымиѝ плос-

костями.ѝ(Ответ:ѝ32.)

3.6.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝ сторона

сферыѝ ,ѝлежащаяѝвѝпервомѝоктанте.ѝ(Ответ:

.)
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3.7.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝсфе-

рыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝ гдеѝ Sѝ –ѝ верхняяѝ часть

плоскостиѝ ,ѝ отсеченнаяѝ координатнымиѝ плос-
костями.ѝ(Ответ:ѝ1/8.)

3.9.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝнаружнаяѝповерх-

ностьѝцилиндраѝ ,ѝотсеченнаяѝплоскостямиѝ ѝи

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхнос-

тиѝпараболоидаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝоб-
разуетѝ тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ вырезаемаяѝ цилиндром

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.11.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝнижнейѝпо-

ловиныѝсферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.12.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ частьѝповерхностиѝконуса

ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которойѝ образуетѝ тупой

уголѝсѝортомѝk),ѝлежащаяѝмеждуѝплоскостямиѝ ѝиѝѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.13.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболои-

даѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝтупой

уголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)
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3.14.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝгиперболо-

идаѝ ѝ (нормальныйѝвекторѝnѝ которойѝобразует

тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

сферыѝ ,ѝ лежащаяѝ вѝ первомѝ октанте.ѝ (Ответ:

.)

3.16.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболо-

идаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝтупой

уголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.17.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

конусаѝ ѝ (нормальныйѝвекторѝnѝ которойѝобразует

острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой
образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.19.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхнос-

тиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразу-

етѝ тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ j),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.7.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝсфе-

рыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.8. ,ѝ гдеѝ Sѝ –ѝ верхняяѝ часть

плоскостиѝ ,ѝ отсеченнаяѝ координатнымиѝ плос-
костями.ѝ(Ответ:ѝ1/8.)

3.9.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝнаружнаяѝповерх-

ностьѝцилиндраѝ ,ѝотсеченнаяѝплоскостямиѝ ѝи

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхнос-

тиѝпараболоидаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝоб-
разуетѝ тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ вырезаемаяѝ цилиндром

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.11.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторонаѝнижнейѝпо-

ловиныѝсферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.12.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ частьѝповерхностиѝконуса

ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которойѝ образуетѝ тупой

уголѝсѝортомѝk),ѝлежащаяѝмеждуѝплоскостямиѝ ѝиѝѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.13.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболои-

даѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝтупой

уголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ0.)
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3.14.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝгиперболо-

идаѝ ѝ (нормальныйѝвекторѝnѝ которойѝобразует

тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

сферыѝ ,ѝ лежащаяѝ вѝ первомѝ октанте.ѝ (Ответ:

.)

3.16.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболо-

идаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝтупой

уголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.17.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

конусаѝ ѝ (нормальныйѝвекторѝnѝ которойѝобразует

острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.18.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой
образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.19.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхнос-

тиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразу-

етѝ тупойѝ уголѝ сѝ ортомѝ j),ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.20.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидaѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобра-

зуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостьюѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.21.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внутренняяѝ сторона

цилиндраѝ ,ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.22.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝ сторона

замкнутойѝ поверхности,ѝ образованнойѝ параболоидом

ѝиѝполусферойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.23.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

сферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

цилиндраѝ ,ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.25.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой

образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ .)
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3.26.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнут-

ренняяѝсторонаѝзамкнутойѝповерхности,ѝобразованнойѝкону-

сомѝ ѝиѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.27.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ,ѝ нормальныйѝ векторѝ nѝ которой

образуетѝострыйѝуголѝсѝортомѝk.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.28. ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерх-

ностиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝоб-

разуетѝтупойѝуголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостямиѝ ѝи

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой
образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.30.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝпо-

верхностиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторой

образуетѝтупойѝуголѝсѝортомѝj),ѝотсекаемаяѝплоскостямиѝ

иѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝвнешнюю
поверхностьѝпирамиды,ѝобразуемойѝплоскостьюѝ(р)ѝиѝкоорди-
натнымиѝ плоскостями,ѝ двумяѝ способами:ѝ 1)ѝ использовав
определениеѝпотока;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградскoго–
Гаусса.ѝ

4.1. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ9/2.)

y x–( ) yd zd z y–( )+ xd z x z–( ) xd yd+d∫
S
∫

x
2

y
2

z
2+= x 1= π

3x
2

yd zd ѝ y
2– xd zd z– xd yd∫

S
∫

1 z– x
2

y
2+=

π– 2⁄

1 2x
2+( ) yd zd y

2
xd zd z+ + xd yd∫

S
∫

x
2

y
2+ z

2=
z 0=

z 4= 128π 3⁄

x
2

yd zd z
2

xd zd y+ + xd yd∫
S
∫

x
2

y
2+ 4 z–=

z 0=

y
2

z
2+( ) yd zd ѝ ѝy

2– xd zd 2y z
2+ xd yd∫

S
∫

x
2

z
2+ y

2=
y 0=

y 1= π 2⁄

a M( )

a M( ) 3x i y z+( )j x z–( )k+ += x 3y z+ + 3=
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3.20.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидaѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобра-

зуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостьюѝ .

(Ответ:ѝ .)

3.21.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внутренняяѝ сторона

цилиндраѝ ,ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.22.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝ внешняяѝ сторона

замкнутойѝ поверхности,ѝ образованнойѝ параболоидом

ѝиѝполусферойѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.23.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

сферыѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнешняяѝсторона

цилиндраѝ ,ѝ отсекаемаяѝ плоскостямиѝ ѝ и

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.25.ѝ ,ѝ гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой

образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ .)

x
2

yd zd 2y
2

xd zd z–+ xd yd∫
S
∫

z x
2

y
2+=

z 1=

π– 2⁄

2x yd zd 1 z–( )+ xd yd∫
S
∫

x
2

y
2+ 4= z 0=

z 1= 8– π

2x yd zd ѝ ѝy– xd zd z+ xd yd∫
S
∫

3z x
2

y
2+= z 4 x

2– y
2–= 19π 3⁄

4x yd zd 2y xd zd z–+ xd yd∫
S
∫

x
2

y
2

z
2+ + 4= 160π 3⁄

x z+( ) yd zd z y+( )+ xd yd∫
S
∫

x
2

y
2+ 1= z 0=

z 2= 2π

3x yd zd ѝ y– xd zd z– xd yd∫
S
∫

9 z– x
2

y
2+=

z 0= 243π 2⁄
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3.26.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝвнут-

ренняяѝсторонаѝзамкнутойѝповерхности,ѝобразованнойѝкону-

сомѝ ѝиѝплоскостьюѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

3.27.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ,ѝ нормальныйѝ векторѝ nѝ которой

образуетѝострыйѝуголѝсѝортомѝk.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.28. ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерх-

ностиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторойѝоб-

разуетѝтупойѝуголѝсѝортомѝk),ѝотсекаемаяѝплоскостямиѝ ѝи

.ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхности

параболоидаѝ ѝ (нормальныйѝ векторѝ nѝ которой
образуетѝ острыйѝ уголѝ сѝ ортомѝ k),ѝ отсекаемаяѝ плоскостью

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

3.30.ѝ ,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝпо-

верхностиѝконусаѝ ѝ(нормальныйѝвекторѝnѝкоторой

образуетѝтупойѝуголѝсѝортомѝj),ѝотсекаемаяѝплоскостямиѝ

иѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

4.ѝВычислитьѝпотокѝвекторногоѝполяѝ ѝчерезѝвнешнюю
поверхностьѝпирамиды,ѝобразуемойѝплоскостьюѝ(р)ѝиѝкоорди-
натнымиѝ плоскостями,ѝ двумяѝ способами:ѝ 1)ѝ использовав
определениеѝпотока;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградскoго–
Гаусса.ѝ

4.1. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ9/2.)

y x–( ) yd zd z y–( )+ xd z x z–( ) xd yd+d∫
S
∫

x
2

y
2

z
2+= x 1= π

3x
2

yd zd ѝ y
2– xd zd z– xd yd∫

S
∫

1 z– x
2

y
2+=

π– 2⁄

1 2x
2+( ) yd zd y

2
xd zd z+ + xd yd∫

S
∫

x
2

y
2+ z

2=
z 0=

z 4= 128π 3⁄

x
2

yd zd z
2

xd zd y+ + xd yd∫
S
∫

x
2

y
2+ 4 z–=

z 0=

y
2

z
2+( ) yd zd ѝ ѝy

2– xd zd 2y z
2+ xd yd∫

S
∫

x
2

z
2+ y

2=
y 0=

y 1= π 2⁄

a M( )

a M( ) 3x i y z+( )j x z–( )k+ += x 3y z+ + 3=
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4.2.ѝ ,ѝ(р):ѝ .
(Ответ:ѝ8/3.)

4.3. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ1.)

4.4. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

4.5. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.6.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ4/3.)

4.7. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ42.)

4.8. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–4.)

4.9. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–1.)

4.10.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ2/3.)

4.11.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ4/3.)

4.12. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

4.13. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ9.)

4.14. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ80/3.)

4.15.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ128/3.)

4.16. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.17. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ12.)

a M( ) 3x 1–( )i y x– z+( )j 4z k+ += 2x y– 2z– 2=

a M( ) x i x z+( )j y z+( )k+ += 3x 3y z+ + 3=

a M( ) x z+( )i z x–( )j x 2y z+ +( )k+ += x y+ +
z+ 2=

a M( ) y 2z+( )i x 2z+( )j x 2y–( )k+ += 2x y+ +
2z+ 2=

a M( ) x z+( )i 2y j x y z–+( )k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) 3x y–( )i 2y z+( )j 2z x–( )k+ += 2x 3y– +
z+ 6=

a M( ) 2y z+( )i x y–( )jѝ ѝ2– z k+= x y– z+ 2=

a M( ) x y+( )i 3y j y z–( )k+ += 2x y– 2z– 2–=

a M( ) x y z–+( )iѝ ѝ2– y j x 2z+( )k+= x 2y z 2=+ +

a M( ) y z–( )i 2x y+( )j z k+ += 2x y z 2=+ +

a M( ) x i y 2z–( )j 2x y– 2z+( )k+ += x 2y+ +
2z 2=+

a M( ) x 2z+( )i y 3z–( )j z k+ += 3x 2y 2z 6=+ +

a M( ) 4x i x y– z–( )j 3y 2z+( )k+ += 2x y+ +
z+ 4=

a M( ) 2z x–( )i x 2y+( )j 3z k+ += x 4y 2z 8=+ +

a M( ) 4z i x y– z–( )j 3y z+( )k+ += x 2y– +
2z+ 2=

a M( ) x y+( )i y z+( )j 2 z x+( )k+ += 3x 2y– +
2z+ 6=
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4.18. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–36.)

4.19. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ20/3.)

4.20. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.21. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–2/3.)

4.22. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.23. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.24. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

4.25. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ18.)

4.26. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

4.27. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ12.)

4.28. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–2/3.)

4.29. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ6.)

4.30. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ1/3.)

a M( ) x y z+ +( )i 2z j y 7z–( )k+ += 2x 3y+ +

z+ 6=

a M( ) 2x z–( )i y x–( )j x 2z+( )k+ += x y– +

z+ 2=

a M( ) 2y z–( )i x y+( )j x k+ += x 2y 2z 4=+ +

a M( ) 2z x–( )i x y–( )j 3x z+( )k+ += x y+ +

2z+ 2=

a M( ) x z+( )i x 3y+( )j y k+ += x y 2z 2=+ +

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 2x 2y z 4=+ +

a M( ) 3x y+( )i x z+( )j y k+ += x 2y z 2=+ +

a M( ) y z+( )i 2x z–( )j y 3z+( )k+ += 2x y+ +

3z+ 6=

a M( ) y z+( )i x 6y+( )j y k+ += x 2y 2z 2=+ +

a M( ) 2y z–( )i x 2y+( )j y k+ += x 3y 2z 6=+ +

a M( ) y z+( )i x j y 2z–( )k+ += 2x 2y z 2=+ +

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 3x 2y z 6=+ +

a M( ) z i x y+( )j y k+ += 2x y 2z 2=+ +
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4.2.ѝ ,ѝ(р):ѝ .
(Ответ:ѝ8/3.)

4.3. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ1.)

4.4. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ8/3.)

4.5. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.6.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ4/3.)

4.7. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ42.)

4.8. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–4.)

4.9. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–1.)

4.10.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ2/3.)

4.11.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(От-
вет:ѝ4/3.)

4.12. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ4/3.)

4.13. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ9.)

4.14. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ80/3.)

4.15.ѝ ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ128/3.)

4.16. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

4.17. ,ѝ (р):

.ѝ(Ответ:ѝ12.)

a M( ) 3x 1–( )i y x– z+( )j 4z k+ += 2x y– 2z– 2=

a M( ) x i x z+( )j y z+( )k+ += 3x 3y z+ + 3=

a M( ) x z+( )i z x–( )j x 2y z+ +( )k+ += x y+ +
z+ 2=

a M( ) y 2z+( )i x 2z+( )j x 2y–( )k+ += 2x y+ +
2z+ 2=

a M( ) x z+( )i 2y j x y z–+( )k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) 3x y–( )i 2y z+( )j 2z x–( )k+ += 2x 3y– +
z+ 6=

a M( ) 2y z+( )i x y–( )jѝ ѝ2– z k+= x y– z+ 2=

a M( ) x y+( )i 3y j y z–( )k+ += 2x y– 2z– 2–=

a M( ) x y z–+( )iѝ ѝ2– y j x 2z+( )k+= x 2y z 2=+ +

a M( ) y z–( )i 2x y+( )j z k+ += 2x y z 2=+ +

a M( ) x i y 2z–( )j 2x y– 2z+( )k+ += x 2y+ +
2z 2=+

a M( ) x 2z+( )i y 3z–( )j z k+ += 3x 2y 2z 6=+ +

a M( ) 4x i x y– z–( )j 3y 2z+( )k+ += 2x y+ +
z+ 4=

a M( ) 2z x–( )i x 2y+( )j 3z k+ += x 4y 2z 8=+ +

a M( ) 4z i x y– z–( )j 3y z+( )k+ += x 2y– +
2z+ 2=

a M( ) x y+( )i y z+( )j 2 z x+( )k+ += 3x 2y– +
2z+ 6=
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4.18. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–36.)

4.19. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ20/3.)

4.20. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.21. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–2/3.)

4.22. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.23. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ8/3.)

4.24. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

4.25. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ18.)

4.26. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

4.27. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ12.)

4.28. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–2/3.)

4.29. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ6.)

4.30. ,ѝ (р):ѝ .ѝ (От-

вет:ѝ1/3.)

a M( ) x y z+ +( )i 2z j y 7z–( )k+ += 2x 3y+ +

z+ 6=

a M( ) 2x z–( )i y x–( )j x 2z+( )k+ += x y– +

z+ 2=

a M( ) 2y z–( )i x y+( )j x k+ += x 2y 2z 4=+ +

a M( ) 2z x–( )i x y–( )j 3x z+( )k+ += x y+ +

2z+ 2=

a M( ) x z+( )i x 3y+( )j y k+ += x y 2z 2=+ +

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 2x 2y z 4=+ +

a M( ) 3x y+( )i x z+( )j y k+ += x 2y z 2=+ +

a M( ) y z+( )i 2x z–( )j y 3z+( )k+ += 2x y+ +

3z+ 6=

a M( ) y z+( )i x 6y+( )j y k+ += x 2y 2z 2=+ +

a M( ) 2y z–( )i x 2y+( )j y k+ += x 3y 2z 6=+ +

a M( ) y z+( )i x j y 2z–( )k+ += 2x 2y z 2=+ +

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 3x 2y z 6=+ +

a M( ) z i x y+( )j y k+ += 2x y 2z 2=+ +
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝДаныѝфункцияѝ ѝиѝточкиѝМ1(1,
1,ѝ–1),ѝМ2(–2,ѝ–1,ѝ1).ѝВычислить:ѝ1)ѝпроизводнуюѝэтойѝфунк-

цииѝвѝточкеѝМ1ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ ;ѝ2)ѝgradѝ .

1. Вычислимѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝ в

точкеѝМ1ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ = (–3,ѝ–2,ѝ2):

,

,ѝѝ ,ѝ

,ѝѝ ,ѝ

,ѝѝ ,

,ѝ ,ѝ ,

.

2.ѝСогласноѝопределениюѝ

.

u M( ) x z⁄ y x⁄– 2x y z+=

M1M2 u M1( )

u M( ) u x ,ѝy ,ѝz( )=

M1M2

∂u M1( )

∂M1M2

------------------- ∂u M( )
∂x

----------------
M1

α ∂u M( )
∂y

----------------
M1

+cos βcos⋅ +=

∂u M( )
∂z

----------------
M1

+ γcos

∂u M( )
∂x

---------------- 1
2z x
------------- y

x
2

------ 2y z+ += ∂u M( )
∂x

----------------
M1

3
2
---–=

∂u M( )
∂y

---------------- 1
2x y
-------------– 2x z+= ∂u M( )

∂y
----------------

M1

5
2
---–=

∂u M( )
∂z

---------------- x

z
2

------– 2x y+= ∂u M( )
∂z

----------------
M1

1=

αcos 3
17

----------–= βcos 2–
17

----------= γcos 2
17

----------=

∂u M1( )

∂M1M2

------------------- 3
2
--- 3

17
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞– 5
2
--- 2

17
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞– 1+ 2
17

----------⋅ 23
2 17
-------------= =

gradѝu M1( ) ∂u
∂x
------

M1

i
∂u
∂y
------

M1

j
∂u
∂z
------

M1

k+ += =

3
2
--- i– 5

2
--- j– k+=
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2. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

ѝпоѝповерхностиѝS,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскости

(р):ѝ ,ѝотсеченнаяѝкоординатнымиѝплоскостями.ѝ

Изѝуравненияѝплоскостиѝнаходим:

,ѝ ,ѝ ,

.

Сводимѝвычислениеѝповерхностногоѝинтегралаѝкѝвычисле-
ниюѝдвойногоѝинтегралаѝпоѝобластиѝD,ѝ гдеѝDѝ–ѝ треугольник
АОВ,ѝявляющийсяѝпроекциейѝповерхностиѝSѝнаѝплоскостьѝОху
(рис.ѝ15.13).ѝТогда

.

3.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода

,

гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболоидаѝ ѝ (нор-
мальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝострыйѝуголѝсѝортомѝj),ѝот-

секаемаяѝплоскостьюѝ .

3x y– z+( ) Sd∫
S
∫

x z 2y–+ 2=

z 2 x– 2y+= z′x 1–= z′y 2=

d S 1 z′x
2

z′y
2+ + d x d y 6d x d y= =

3x y– z+( ) Sd∫
S
∫ 3x y– 2 x– 2y+ +( ) 6d x d y∫

D
∫= =

=ѝ 2x y 2+ +( ) 6d x d y∫
D
∫ 6 y 2x y 2+ +( ) xd

0

2 2y+

∫d

1–

0

∫= =

6 y x
2

y 2+( )x+( ) 0
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1.ѝДаныѝфункцияѝ ѝиѝточкиѝМ1(1,
1,ѝ–1),ѝМ2(–2,ѝ–1,ѝ1).ѝВычислить:ѝ1)ѝпроизводнуюѝэтойѝфунк-

цииѝвѝточкеѝМ1ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ ;ѝ2)ѝgradѝ .

1. Вычислимѝпроизводнуюѝфункцииѝ ѝ в

точкеѝМ1ѝпоѝнаправлениюѝвектораѝ = (–3,ѝ–2,ѝ2):

,

,ѝѝ ,ѝ

,ѝѝ ,ѝ

,ѝѝ ,

,ѝ ,ѝ ,

.

2.ѝСогласноѝопределениюѝ

.
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2. Вычислитьѝ поверхностныйѝ интегралѝ первогоѝ рода

ѝпоѝповерхностиѝS,ѝгдеѝSѝ–ѝчастьѝплоскости

(р):ѝ ,ѝотсеченнаяѝкоординатнымиѝплоскостями.ѝ

Изѝуравненияѝплоскостиѝнаходим:

,ѝ ,ѝ ,

.

Сводимѝвычислениеѝповерхностногоѝинтегралаѝкѝвычисле-
ниюѝдвойногоѝинтегралаѝпоѝобластиѝD,ѝ гдеѝDѝ–ѝ треугольник
АОВ,ѝявляющийсяѝпроекциейѝповерхностиѝSѝнаѝплоскостьѝОху
(рис.ѝ15.13).ѝТогда

.

3.ѝВычислитьѝповерхностныйѝинтегралѝвторогоѝрода

,

гдеѝSѝ–ѝчастьѝповерхностиѝпараболоидаѝ ѝ (нор-
мальныйѝвекторѝnѝкоторойѝобразуетѝострыйѝуголѝсѝортомѝj),ѝот-

секаемаяѝплоскостьюѝ .
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Представимѝданныйѝповерхностныйѝинтегралѝпоѝкоорди-
натамѝвѝвидеѝсуммыѝтрехѝинтеграловѝи,ѝиспользуяѝуравнение
параболоида,ѝпреобразуемѝкаждыйѝизѝнихѝвѝдвойнойѝинтеграл

поѝобластиѝ ѝ(рис.ѝ15.14):

,

где

;ѝ ;ѝ .

Вычислимѝпоследовательноѝинтегралыѝ :

,ѝ ,

,

гдеѝобластьѝD1ѝ–ѝкругѝ ,ѝ ,ѝявляющийсяѝпроек-
циейѝповерхностиѝпараболоидаѝнаѝплоскостьѝОхz.ѝПередѝин-
теграломѝI1ѝставитсяѝзнакѝ«+»,ѝтакѝкакѝнормальѝnѝкѝповерхно-

стиѝобразуетѝсѝосьюѝОуѝострыйѝуголѝ .

Далее,
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КоординатнаяѝплоскостьѝОуzѝразбиваетѝповерхностьѝпара-

болоидаѝнаѝдвеѝчасти:ѝ ѝиѝ ,ѝпро-
екцияѝкаждойѝизѝкоторыхѝнаѝплоскостьѝОуzѝ естьѝобластьѝD2.
ПоэтомуѝинтегралѝI2ѝможноѝпредставитьѝвѝвидеѝсуммыѝдвухѝин-
тегралов,ѝпередѝпервымѝизѝкоторыхѝнадоѝвзятьѝзнакѝ«+»,ѝ так
какѝнормальѝnѝкѝэтойѝчастиѝповерхностиѝпараболоидаѝобразует
острыйѝуголѝсѝосьюѝОх,ѝаѝпередѝвторымѝинтеграломѝ–ѝзнакѝ«–»,
посколькуѝнормальѝnѝобразуетѝсѝосьюѝОхѝтупойѝугол.ѝ
Аналогично

.

Итак,ѝ

.ѝ

4. Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝвнешнююѝповерхностьѝпирамиды,ѝобра-

зуемуюѝ плоскостьюѝ (р):ѝ ѝ иѝ координатными
плоскостями,ѝ двумяѝ способами:ѝ1)ѝ использовавѝ определение
потока;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградского–Гаусса.ѝ

1.ѝВычисляемѝпотокѝвекторногоѝполяѝсѝпомощьюѝповерх-
ностногоѝинтеграла

,

гдеѝ Sѝ –ѝ внешняяѝ сторонаѝ поверхностиѝ пирамидыѝ АВСО
(рис.ѝ15.15).
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Представимѝданныйѝповерхностныйѝинтегралѝпоѝкоорди-
натамѝвѝвидеѝсуммыѝтрехѝинтеграловѝи,ѝиспользуяѝуравнение
параболоида,ѝпреобразуемѝкаждыйѝизѝнихѝвѝдвойнойѝинтеграл

поѝобластиѝ ѝ(рис.ѝ15.14):

,

где

;ѝ ;ѝ .

Вычислимѝпоследовательноѝинтегралыѝ :

,ѝ ,

,

гдеѝобластьѝD1ѝ–ѝкругѝ ,ѝ ,ѝявляющийсяѝпроек-
циейѝповерхностиѝпараболоидаѝнаѝплоскостьѝОхz.ѝПередѝин-
теграломѝI1ѝставитсяѝзнакѝ«+»,ѝтакѝкакѝнормальѝnѝкѝповерхно-

стиѝобразуетѝсѝосьюѝОуѝострыйѝуголѝ .

Далее,
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КоординатнаяѝплоскостьѝОуzѝразбиваетѝповерхностьѝпара-

болоидаѝнаѝдвеѝчасти:ѝ ѝиѝ ,ѝпро-
екцияѝкаждойѝизѝкоторыхѝнаѝплоскостьѝОуzѝ естьѝобластьѝD2.
ПоэтомуѝинтегралѝI2ѝможноѝпредставитьѝвѝвидеѝсуммыѝдвухѝин-
тегралов,ѝпередѝпервымѝизѝкоторыхѝнадоѝвзятьѝзнакѝ«+»,ѝ так
какѝнормальѝnѝкѝэтойѝчастиѝповерхностиѝпараболоидаѝобразует
острыйѝуголѝсѝосьюѝОх,ѝаѝпередѝвторымѝинтеграломѝ–ѝзнакѝ«–»,
посколькуѝнормальѝnѝобразуетѝсѝосьюѝОхѝтупойѝугол.ѝ
Аналогично

.

Итак,ѝ

.ѝ

4. Вычислитьѝ потокѝ векторногоѝ поляѝ

ѝчерезѝвнешнююѝповерхностьѝпирамиды,ѝобра-

зуемуюѝ плоскостьюѝ (р):ѝ ѝ иѝ координатными
плоскостями,ѝ двумяѝ способами:ѝ1)ѝ использовавѝ определение
потока;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝОстроградского–Гаусса.ѝ

1.ѝВычисляемѝпотокѝвекторногоѝполяѝсѝпомощьюѝповерх-
ностногоѝинтеграла

,

гдеѝ Sѝ –ѝ внешняяѝ сторонаѝ поверхностиѝ пирамидыѝ АВСО
(рис.ѝ15.15).
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Вначалеѝвычислимѝпотокѝчерезѝкаждуюѝизѝчетырехѝграней

пирамиды.ѝ ГраньѝАОСѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝ ,ѝ нормальѝк

этойѝграниѝ ,ѝ .ѝТогдаѝпотокѝвекторногоѝполя

ѝчерезѝграньѝАОС

.

ГраньѝАОВѝлежитѝвѝплоскостиѝ ,ѝнормальѝкѝэтойѝграни

,ѝ ,

.

ГраньѝВОСѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝ ,ѝ нормальѝ кѝ данной

граниѝ ,ѝ ,

y 0=
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И,ѝ наконец,ѝ граньѝ АВСѝ лежитѝ вѝ плоскости

,ѝнормальѝкѝэтойѝграни

,

,ѝ ,

,ѝ .

Поэтому
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Вначалеѝвычислимѝпотокѝчерезѝкаждуюѝизѝчетырехѝграней

пирамиды.ѝ ГраньѝАОСѝ лежитѝ вѝ плоскостиѝ ,ѝ нормальѝк

этойѝграниѝ ,ѝ .ѝТогдаѝпотокѝвекторногоѝполя

ѝчерезѝграньѝАОС

.
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.
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граниѝ ,ѝ ,
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И,ѝ наконец,ѝ граньѝ АВСѝ лежитѝ вѝ плоскости

,ѝнормальѝкѝэтойѝграни

,

,ѝ ,

,ѝ .

Поэтому
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Далееѝнаходимѝпотокѝчерезѝполнуюѝповерхностьѝпирамиды
АВСО:

.

2.ѝВычислимѝпотокѝвекторногоѝполяѝчерезѝповерхностьѝпи-
рамидыѝАВСОѝпоѝформулеѝОстроградского–Гаусса:

.

Находим:

,ѝ ,ѝ .

Такѝкакѝинтегралѝ ѝравенѝобъемуѝпрямоугольной

пирамидыѝАВСО,ѝто

.

ИДЗ-15.2

1.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ ѝпоѝкон-
туруѝ треугольника,ѝ полученногоѝ вѝ результатеѝ пересечения

плоскостиѝ(р):ѝ ѝсѝкоординатнымиѝплоскостя-
ми,ѝ приѝ положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительно

нормальногоѝ вектораѝ ѝ этойѝ плоскостиѝ двумя
способами:ѝ1)ѝиспользовавѝопределениеѝциркуляции;ѝ2)ѝсѝпо-
мощьюѝформулыѝСтоксаѝ(15.27).

1
2
--- 3 y

2 4y 4+ +( ) 12y 24 2y
2– 4y )–+ + yd

2–

0

∫= =

1
2
--- y

2 20y 36+ +( ) yd

2–

0

∫
1
2
--- y

3

3
----- 10y

2 36y+ +⎝ ⎠
⎛ ⎞

2–

0
52
3
------= = =

П П1 П2 П3 П4+ + + 32
3
------= =

П ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫
V
∫∫=

∂P
∂x
------- ∂ x z+( )

∂x
------------------- 1= = ∂Q

∂y
------- ∂ 2y x–( )

∂y
----------------------- 2= = ∂R

∂z
------- ∂z

∂z
----- 1= =

xd yd zd∫
V
∫∫

П 1 2 1+ +( ) xd yd zd∫
V
∫∫ 4 xd yd zd∫

V
∫∫ 32

3
------= = =

a M( )

A x B y C z+ + D=

n A ,ѝB ,ѝC( )=
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1.1.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:
5/2.)

1.2. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–24.)

1.3. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

1.4.ѝ ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–12.)

1.5. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ3/2.)

1.6. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ24.)

1.7. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ0.)

1.8. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–ѝ12.)

1.9. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ4.)

1.10. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–12.)

1.11. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ1.)

1.12. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ2.)

1.13. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.14. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–3/2.)

a M( ) z i x y+( )j y k+ += 2x y 2z+ + 2=

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 3x 2y z+ + 6=

a M( ) y z+( )i x j y 2z–( )k+ += 2x 2y z+ + 2=

a M( ) 2y z–( )i x 2y+( )j y k+ += x 3y 2z+ + 6=

a M( ) y z+( )i x 6y+( )j y k+ += x 2y 2z+ + 2=

a M( ) y z+( )i 2x z–( )j y 3z+( )k+ += 2x y+ +

3z+ 6=

a M( ) 3x y+( )i x z+( )j y k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 2x 2y z+ + 4=

a M( ) x z+( )i x 3y+( )j y k+ += x y 2z+ + 2=

a M( ) 2y z–( )i x y+( )j x k+ += x 2y 2z+ + 4=

a M( ) 2z x–( )i x y–( )j 3x z+( )k+ += x y+ +

2z+ 2=

a M( ) 2x z–( )i y x–( )j x 2z+( )k+ += x y– +

z+ 2=

a M( ) x y z+ +( )i 2z j y 7z–( )k+ += 2x 3y+ +

z+ 6=

a M( ) x y+( )i y z+( )j 2 x z+( )k+ += 3x 2y– +

2z+ 6=
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.

Далееѝнаходимѝпотокѝчерезѝполнуюѝповерхностьѝпирамиды
АВСО:

.

2.ѝВычислимѝпотокѝвекторногоѝполяѝчерезѝповерхностьѝпи-
рамидыѝАВСОѝпоѝформулеѝОстроградского–Гаусса:

.

Находим:

,ѝ ,ѝ .

Такѝкакѝинтегралѝ ѝравенѝобъемуѝпрямоугольной

пирамидыѝАВСО,ѝто

.

ИДЗ-15.2

1.ѝВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝ ѝпоѝкон-
туруѝ треугольника,ѝ полученногоѝ вѝ результатеѝ пересечения

плоскостиѝ(р):ѝ ѝсѝкоординатнымиѝплоскостя-
ми,ѝ приѝ положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительно

нормальногоѝ вектораѝ ѝ этойѝ плоскостиѝ двумя
способами:ѝ1)ѝиспользовавѝопределениеѝциркуляции;ѝ2)ѝсѝпо-
мощьюѝформулыѝСтоксаѝ(15.27).

1
2
--- 3 y

2 4y 4+ +( ) 12y 24 2y
2– 4y )–+ + yd

2–

0

∫= =

1
2
--- y

2 20y 36+ +( ) yd

2–

0

∫
1
2
--- y

3

3
----- 10y

2 36y+ +⎝ ⎠
⎛ ⎞

2–

0
52
3
------= = =

П П1 П2 П3 П4+ + + 32
3
------= =

П ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞ xd yd zd∫
V
∫∫=

∂P
∂x
------- ∂ x z+( )

∂x
------------------- 1= = ∂Q

∂y
------- ∂ 2y x–( )

∂y
----------------------- 2= = ∂R

∂z
------- ∂z

∂z
----- 1= =

xd yd zd∫
V
∫∫

П 1 2 1+ +( ) xd yd zd∫
V
∫∫ 4 xd yd zd∫

V
∫∫ 32

3
------= = =

a M( )

A x B y C z+ + D=

n A ,ѝB ,ѝC( )=
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1.1.ѝ ,ѝ(р):ѝ .ѝ(Ответ:
5/2.)

1.2. ,ѝ (р):ѝ .
(Ответ:ѝ–24.)

1.3. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ2.)

1.4.ѝ ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–12.)

1.5. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ3/2.)

1.6. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ24.)

1.7. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ0.)

1.8. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–ѝ12.)

1.9. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ4.)

1.10. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–12.)

1.11. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ1.)

1.12. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ2.)

1.13. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.14. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–3/2.)

a M( ) z i x y+( )j y k+ += 2x y 2z+ + 2=

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 3x 2y z+ + 6=

a M( ) y z+( )i x j y 2z–( )k+ += 2x 2y z+ + 2=

a M( ) 2y z–( )i x 2y+( )j y k+ += x 3y 2z+ + 6=

a M( ) y z+( )i x 6y+( )j y k+ += x 2y 2z+ + 2=

a M( ) y z+( )i 2x z–( )j y 3z+( )k+ += 2x y+ +

3z+ 6=

a M( ) 3x y+( )i x z+( )j y k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) x z+( )i z j 2x y–( )k+ += 2x 2y z+ + 4=

a M( ) x z+( )i x 3y+( )j y k+ += x y 2z+ + 2=

a M( ) 2y z–( )i x y+( )j x k+ += x 2y 2z+ + 4=

a M( ) 2z x–( )i x y–( )j 3x z+( )k+ += x y+ +

2z+ 2=

a M( ) 2x z–( )i y x–( )j x 2z+( )k+ += x y– +

z+ 2=

a M( ) x y z+ +( )i 2z j y 7z–( )k+ += 2x 3y+ +

z+ 6=

a M( ) x y+( )i y z+( )j 2 x z+( )k+ += 3x 2y– +

2z+ 6=
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1.15. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–1.)

1.16.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ40.)

1.17. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ36.)

1.18.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ39/2.)

1.19. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–3/2.)

1.20. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ0.)

1.21. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–5.)

1.22.ѝ ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–2.)

1.23. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–4.)

1.24. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ12.)

1.25.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ1.)

1.26. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–7/2.)

1.27. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

a M( ) 4z i x y– z–( )j 3y z+( )k+ += x 2y– +

2z+ 2=

a M( ) 2z x–( )i x 2y+( )j 3z k+ += x 4y 2z+ + 8=

a M( ) 4x i x y– z–( )j 3y 2z+( )k+ += 2x y+ +

z+ 4=

a M( ) x 2z+( )i y 3z–( )j z k+ += 3x 2y 2z+ + 6=

a M( ) x i y 2z–( )j 2x y– 2z+( )k+ += x 2y+ +

2z+ 2=

a M( ) y z–( )i 2x y+( )j z k+ += 2x y z+ + 2=

a M( ) x y z–+( )iѝ ѝ2y– j x 2z+( )k+= x 2y+ +

z+ 2=

a M( ) x y+( )i 3y j y z–( )k+ += 2x y– 2z– 2–=

a M( ) 2y z+( )i x y–( )jѝ ѝ2z– k+= x y– z+ 2=

a M( ) 3x y–( )i 2y z+( )j 2z x–( )k+ += 2x 3y– +

z+ 6=

a M( ) x z+( )i 2y j x y z–+( )k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) y 2z+( )i x 2z+( )j x 2y–( )k+ += 2x y+ +

2z+ 2=

a M( ) x z+( )i z x–( )j x 2y z+ +( )k+ += x y+ +

z+ 2=
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1.28. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ3/2.)

1.29. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.30. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–6.)

2.ѝНайтиѝвеличинуѝиѝнаправлениеѝнаибольшегоѝизменения

функцииѝ ѝвѝточкеѝ .

2.1.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.2.ѝ ,ѝM0(2,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ12.)

2.3.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.4.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.5.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.6.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ–1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.7.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.8.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.9.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.10.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.11.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.12.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.13.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.14.ѝ ,ѝM0(4,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.15.ѝ ,ѝM0(–3,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ36.)

a M( ) x i x z+( )j y z+( )k+ += 3x 3y z+ + 3=

a M( ) 3x 1–( )i x y– z+( )j 4z k+ += 2x y– –

2z– 2–=

a M( ) 3x i y z+( )j x z–( )k+ += x 3y z+ + 3=

u M( ) u x ,ѝy ,ѝz( )= M0 x0,ѝy0,ѝz0( )

u M( ) x y z=

u M( ) x
2

y z=

u M( ) x y
2

z=

u M( ) x y z
2=

u M( ) x
2

y
2

z=

u M( ) x
2

y z
2= 4 6

u M( ) x y
2

z
2= 33

u M( ) y
2

z x
2–= 5

u M( ) x
2

y y
2

z+= 4 2

u M( ) x y z+( )=

u M( ) x y x z–= 3

u M( ) x
2

y z= 6

u M( ) x y z=

u M( ) x y z
2=

u M( ) 2x
2

y z=



328

1.15. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–1.)

1.16.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ40.)

1.17. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ36.)

1.18.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ39/2.)

1.19. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–3/2.)

1.20. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ0.)

1.21. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–5.)

1.22.ѝ ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–2.)

1.23. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–4.)

1.24. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ12.)

1.25.ѝ ,ѝ(р):ѝ .

(Ответ:ѝ1.)

1.26. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ–7/2.)

1.27. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

a M( ) 4z i x y– z–( )j 3y z+( )k+ += x 2y– +

2z+ 2=

a M( ) 2z x–( )i x 2y+( )j 3z k+ += x 4y 2z+ + 8=

a M( ) 4x i x y– z–( )j 3y 2z+( )k+ += 2x y+ +

z+ 4=

a M( ) x 2z+( )i y 3z–( )j z k+ += 3x 2y 2z+ + 6=

a M( ) x i y 2z–( )j 2x y– 2z+( )k+ += x 2y+ +

2z+ 2=

a M( ) y z–( )i 2x y+( )j z k+ += 2x y z+ + 2=

a M( ) x y z–+( )iѝ ѝ2y– j x 2z+( )k+= x 2y+ +

z+ 2=

a M( ) x y+( )i 3y j y z–( )k+ += 2x y– 2z– 2–=

a M( ) 2y z+( )i x y–( )jѝ ѝ2z– k+= x y– z+ 2=

a M( ) 3x y–( )i 2y z+( )j 2z x–( )k+ += 2x 3y– +

z+ 6=

a M( ) x z+( )i 2y j x y z–+( )k+ += x 2y z+ + 2=

a M( ) y 2z+( )i x 2z+( )j x 2y–( )k+ += 2x y+ +

2z+ 2=

a M( ) x z+( )i z x–( )j x 2y z+ +( )k+ += x y+ +

z+ 2=
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1.28. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ3/2.)

1.29. ,ѝ (р):ѝ

.ѝ(Ответ:ѝ0.)

1.30. ,ѝ (р):ѝ .

(Ответ:ѝ–6.)

2.ѝНайтиѝвеличинуѝиѝнаправлениеѝнаибольшегоѝизменения

функцииѝ ѝвѝточкеѝ .

2.1.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.2.ѝ ,ѝM0(2,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ12.)

2.3.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.4.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.5.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.6.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ–1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.7.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.8.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.9.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.10.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ3.)

2.11.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.12.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.13.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.14.ѝ ,ѝM0(4,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.15.ѝ ,ѝM0(–3,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ36.)

a M( ) x i x z+( )j y z+( )k+ += 3x 3y z+ + 3=

a M( ) 3x 1–( )i x y– z+( )j 4z k+ += 2x y– –

2z– 2–=

a M( ) 3x i y z+( )j x z–( )k+ += x 3y z+ + 3=

u M( ) u x ,ѝy ,ѝz( )= M0 x0,ѝy0,ѝz0( )

u M( ) x y z=

u M( ) x
2

y z=

u M( ) x y
2

z=

u M( ) x y z
2=

u M( ) x
2

y
2

z=

u M( ) x
2

y z
2= 4 6

u M( ) x y
2

z
2= 33

u M( ) y
2

z x
2–= 5

u M( ) x
2

y y
2

z+= 4 2

u M( ) x y z+( )=

u M( ) x y x z–= 3

u M( ) x
2

y z= 6

u M( ) x y z=

u M( ) x y z
2=

u M( ) 2x
2

y z=
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2.16.ѝ ,ѝM0(1,ѝ0,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.17.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–1,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.18.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.19.ѝ ,ѝM0(4,ѝ1,ѝ–3).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.20.ѝ ,ѝM0(–4,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.21.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ21.)

2.22.ѝ ,ѝM0(1,ѝ3,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.23.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.24.ѝ ,ѝM0(0,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.25.ѝ ,ѝM0(1,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.26.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.27.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ9.)

2.28.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.29.ѝ ,ѝM0(0,ѝ2,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.30.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.ѝНайтиѝнаибольшуюѝплотностьѝ циркуляцииѝ векторного

поляѝ ѝвѝточкеѝ .

3.1.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.2.ѝ ,ѝM0(2,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.3.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.4.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.5.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ .)

u M( ) x
2

y z=

u M( ) x y+( )z
2=

u M( ) x z+( )y
2= 12 2

u M( ) x
2

y
2

z+( )= 16 6

u M( ) x
2

z+( )y
2= 33

u M( ) x
2

y z
2+( )=

u M( ) x
2

y–( )z
2=

u M( ) x y
2

z
2+( )= 15

u M( ) x
2 3y

2
z
2–+=

u M( ) x
2

z y
2–= 21

u M( ) x z
2

y+= 3 2

u M( ) x
2

y z–=

u M( ) x y
2

z–= 33

u M( ) y x z+( )= 2 3

u M( ) z x y+( )=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )= M0 x0,ѝy0,ѝz0( )

a M( ) x
2

iѝ ѝx– y
2

j z
2

k+=

a M( ) x y i y z j x z j x z k+ + += 13

a M( ) x y
2

i y z
2

j x
2

k–+= 2 5

a M( ) x z i z j y z k+ +=

a M( ) x y i x y z j x k–+= 2
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3.6.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ–1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.8.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.9.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.11.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ8.)

3.12.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.13.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.14.ѝ ,ѝM0(4,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15.ѝ ,ѝM0(–3,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ12.)

3.16.ѝ ,ѝM0(1,ѝ0,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.17.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–1,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ4.)

3.18.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.19.ѝ ,ѝ M0(4,ѝ 1,ѝ –3).ѝ (Ответ:

.)

3.20.ѝ ,ѝM0(–4,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.21. ,ѝ M0(3,ѝ 0,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.22.ѝ ,ѝM0(1,ѝ3,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.23.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24.ѝ ,ѝ M0(0,ѝ 0,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

a M( ) y z iѝ ѝz
2– j x y z k+= 21

a M( ) y
2

iѝ ѝx y– j z
2

k+=

a M( ) x z i x y z j– x
2

z k–=

a M( ) x y i y
2

z j– x z k–= 17

a M( ) x z i y j– z y k–=

a M( ) y
2

iѝ ѝx y
2– j z

2
k+=

a M( ) x y i x y
2

j– x y
2

j– z
2

k+=

a M( ) x y+( )i y z j x z k+ += 2

a M( ) x y iѝ ѝ y z+( )– j x z k+= 3 2

a M( ) x iѝ ѝz y– j x
2

z k+=

a M( ) x y
2+( )i y z j x

2
k–+=

a M( ) x z iѝ ѝy– j y z k+=

a M( ) x y iѝ ѝx– j y z k+= 13

a M( ) x y+( )i x y z j x k–+=

33

a M( ) x y–( )i y z j y z k–+= 5

a M( ) y z–( )iѝ ѝz
2– j x y z k+=

3 3

a M( ) y z iѝ ѝz
2– j x y+( )z k+=

a M( ) z
2

iѝ ѝx z– j z
2

k+= 6

a M( ) x y i x z–( )j y x–( )k+ +=

6
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2.16.ѝ ,ѝM0(1,ѝ0,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ4.)

2.17.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–1,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ24.)

2.18.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.19.ѝ ,ѝM0(4,ѝ1,ѝ–3).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.20.ѝ ,ѝM0(–4,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.21.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ21.)

2.22.ѝ ,ѝM0(1,ѝ3,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ0.)

2.23.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.24.ѝ ,ѝM0(0,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2.)

2.25.ѝ ,ѝM0(1,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.26.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.27.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ9.)

2.28.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.29.ѝ ,ѝM0(0,ѝ2,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ .)

2.30.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.ѝНайтиѝнаибольшуюѝплотностьѝ циркуляцииѝ векторного

поляѝ ѝвѝточкеѝ .

3.1.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.2.ѝ ,ѝM0(2,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.3.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.4.ѝ ,ѝM0(3,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.5.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ0,ѝ3).ѝ(Ответ:ѝ .)

u M( ) x
2

y z=

u M( ) x y+( )z
2=

u M( ) x z+( )y
2= 12 2

u M( ) x
2

y
2

z+( )= 16 6

u M( ) x
2

z+( )y
2= 33

u M( ) x
2

y z
2+( )=

u M( ) x
2

y–( )z
2=

u M( ) x y
2

z
2+( )= 15

u M( ) x
2 3y

2
z
2–+=

u M( ) x
2

z y
2–= 21

u M( ) x z
2

y+= 3 2

u M( ) x
2

y z–=

u M( ) x y
2

z–= 33

u M( ) y x z+( )= 2 3

u M( ) z x y+( )=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )= M0 x0,ѝy0,ѝz0( )

a M( ) x
2

iѝ ѝx– y
2

j z
2

k+=

a M( ) x y i y z j x z j x z k+ + += 13

a M( ) x y
2

i y z
2

j x
2

k–+= 2 5

a M( ) x z i z j y z k+ +=

a M( ) x y i x y z j x k–+= 2
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3.6.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ–1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.7.ѝ ,ѝM0(–2,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.8.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ1.)

3.9.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.10.ѝ ,ѝM0(0,ѝ1,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.11.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ8.)

3.12.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.13.ѝ ,ѝM0(2,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.14.ѝ ,ѝM0(4,ѝ0,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.15.ѝ ,ѝM0(–3,ѝ0,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ12.)

3.16.ѝ ,ѝM0(1,ѝ0,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.17.ѝ ,ѝM0(0,ѝ–1,ѝ4).ѝ(Ответ:ѝ4.)

3.18.ѝ ,ѝM0(2,ѝ2,ѝ2).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.19.ѝ ,ѝ M0(4,ѝ 1,ѝ –3).ѝ (Ответ:

.)

3.20.ѝ ,ѝM0(–4,ѝ1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.21. ,ѝ M0(3,ѝ 0,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.22.ѝ ,ѝM0(1,ѝ3,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ3.)

3.23.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.24.ѝ ,ѝ M0(0,ѝ 0,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

a M( ) y z iѝ ѝz
2– j x y z k+= 21

a M( ) y
2

iѝ ѝx y– j z
2

k+=

a M( ) x z i x y z j– x
2

z k–=

a M( ) x y i y
2

z j– x z k–= 17

a M( ) x z i y j– z y k–=

a M( ) y
2

iѝ ѝx y
2– j z

2
k+=

a M( ) x y i x y
2

j– x y
2

j– z
2

k+=

a M( ) x y+( )i y z j x z k+ += 2

a M( ) x y iѝ ѝ y z+( )– j x z k+= 3 2

a M( ) x iѝ ѝz y– j x
2

z k+=

a M( ) x y
2+( )i y z j x

2
k–+=

a M( ) x z iѝ ѝy– j y z k+=

a M( ) x y iѝ ѝx– j y z k+= 13

a M( ) x y+( )i x y z j x k–+=

33

a M( ) x y–( )i y z j y z k–+= 5

a M( ) y z–( )iѝ ѝz
2– j x y z k+=

3 3

a M( ) y z iѝ ѝz
2– j x y+( )z k+=

a M( ) z
2

iѝ ѝx z– j z
2

k+= 6

a M( ) x y i x z–( )j y x–( )k+ +=

6
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3.25. ,ѝ M0(1,ѝ 1,ѝ –2).ѝ (Ответ:

.)

3.26. ,ѝ M0(2,ѝ 2,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.27. ,ѝ M0(–2,ѝ 2,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.28.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29.ѝ ,ѝM0(0,ѝ2,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.30.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ0.)

4

Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

соленоидальным.ѝ

4.1.ѝ .

4.2.ѝ .

4.3.ѝ .

4.4.ѝ .

4.5.ѝ .

4.6.ѝ .

4.7.ѝ .

4.8.ѝ .

4.9.ѝ .

4.10.ѝ .

4.11.ѝ .

a M( ) x z i x y–( )j x
2

z k+ +=

26

a M( ) x z–( )i x y j y
2

z k+ +=

21

a M( ) x z–( )i x y z j x k+ +=
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a M( ) y z–( )i y j z
2

k–+= 2

a M( ) x y–( )iѝ ѝx– j x z k+=

a M( ) x z–( )iѝ ѝy– j x y k+=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )=

a M( ) α β–( )x i γ α–( ) j β γ–( )z k+ +=

a M( ) x
2

y iѝ ѝ2x y
2– j 2x y z k+=
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2
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a M( ) 2x y z iѝ ѝy y z 1+( )– j z k+=
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2

y
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2
z
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2
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2–( )k+ +=

a M( ) y z i x y–( )j z
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k+ +=

a M( ) y z+( )i x z+( )j x y+( )k+ +=

a M( ) 3x
2

y i 2x y
2

j– 2x y z k–=

a M( ) x y+( )iѝ ѝ2 y z+( )– j z x–( )k+=
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Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

потенциальным.ѝ

4.12.ѝ .

4.13.ѝ .

4.14.ѝ .

4.15.ѝ .

4.16.ѝ .

4.17.ѝ .

4.18.ѝ .

4.19.ѝ .

4.20.ѝ .

4.21.ѝ .

4.22.ѝ .

4.23.ѝ .

4.24.ѝ .

4.25.ѝ .

Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

гармoническим.ѝ

4.26.ѝ .

4.27.ѝ .

4.28.ѝ .

4.29.ѝ .

4.30.ѝ .

a M( ) x ,ѝy ,ѝz( )=

a M( ) y z 2x–( )i x z 2y+( )j x y k+ +=
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a M( ) 2x y z–( )i x z 2y–( )j 2x y z k+ +=

a M( ) 3x
2

i 4 x y–( )j x z–( )k+ +=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )=
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3.25. ,ѝ M0(1,ѝ 1,ѝ –2).ѝ (Ответ:

.)

3.26. ,ѝ M0(2,ѝ 2,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.27. ,ѝ M0(–2,ѝ 2,ѝ 1).ѝ (Ответ:

.)

3.28.ѝ ,ѝM0(–1,ѝ2,ѝ1).ѝ(Ответ:ѝ .)

3.29.ѝ ,ѝM0(0,ѝ2,ѝ–2).ѝ(Ответ:ѝ2.)

3.30.ѝ ,ѝM0(1,ѝ–1,ѝ0).ѝ(Ответ:ѝ0.)

4

Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

соленоидальным.ѝ

4.1.ѝ .

4.2.ѝ .

4.3.ѝ .

4.4.ѝ .

4.5.ѝ .

4.6.ѝ .

4.7.ѝ .

4.8.ѝ .

4.9.ѝ .

4.10.ѝ .

4.11.ѝ .

a M( ) x z i x y–( )j x
2

z k+ +=

26

a M( ) x z–( )i x y j y
2

z k+ +=

21

a M( ) x z–( )i x y z j x k+ +=

24

a M( ) y z–( )i y j z
2

k–+= 2

a M( ) x y–( )iѝ ѝx– j x z k+=

a M( ) x z–( )iѝ ѝy– j x y k+=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )=

a M( ) α β–( )x i γ α–( ) j β γ–( )z k+ +=

a M( ) x
2

y iѝ ѝ2x y
2– j 2x y z k+=

a M( ) y z 2x–( )i x z 2y+( )j x y k+ +=
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z
2–( )iѝ 3x y– j y
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a M( ) x
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k+ +=
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Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

потенциальным.ѝ

4.12.ѝ .

4.13.ѝ .

4.14.ѝ .

4.15.ѝ .

4.16.ѝ .

4.17.ѝ .

4.18.ѝ .

4.19.ѝ .

4.20.ѝ .

4.21.ѝ .

4.22.ѝ .

4.23.ѝ .

4.24.ѝ .

4.25.ѝ .

Выяснить,ѝ являетсяѝ лиѝ векторноеѝ полеѝ

гармoническим.ѝ

4.26.ѝ .

4.27.ѝ .

4.28.ѝ .

4.29.ѝ .

4.30.ѝ .

a M( ) x ,ѝy ,ѝz( )=

a M( ) y z 2x–( )i x z 2y+( )j x y k+ +=

a M( ) y z i x z j x y k+ +=
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y k+ +=
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k+ +=
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2

i 4 x y–( )j x z–( )k+ +=

a M( ) a x ,ѝy ,ѝz( )=

a M( ) x
2

z i y
2

j x z
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k–+=

a M( ) x y+( )i y z+( )j x z+( )k+ +=

a M( ) x
y
--i

y
z
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x
--k+ +=

a M( ) y z i x zj x y k+ +=

a M( ) y z–( )i z x–( )j x y–( )k+ +=
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Решениеѝтиповогоѝварианта

1. Вычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝпоѝконтуруѝтреугольни-

ка,ѝполученногоѝвѝрезультатеѝпересеченияѝплоскостиѝ(р):

ѝ сѝ координатнымиѝ плоскостями,ѝ приѝ положи-

тельномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝнормальногоѝвек-

тораѝ ѝэтойѝплоскостиѝдвумяѝспособами:ѝ1)ѝисполь-

зовавѝопределениеѝциркуляции;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝСток-

саѝ(15.27).

Вѝрезультатеѝпересеченияѝплоскостиѝ(р)ѝсѝкоординатными

плоскостямиѝполучимѝтреугольникѝАВСѝ(рис.ѝ15.16)ѝиѝукажем

наѝ немѝ положительноеѝ направлениеѝ обходаѝ контураѝАВСАѝ в

соответствииѝсѝусловиемѝзадачи.ѝ

1.ѝ Вычислимѝ циркуляциюѝ Сѝ данногоѝ поляѝ поѝ формуле

(15.25),ѝвѝкоторойѝобозначимѝ :

.

Наѝ отрезкеѝ АВѝ ѝ имеем:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,

,ѝ ,

,

a M( ) =

x 2z–( )i x 3y z+ +( )j 5x y+( )k+ +=

x y z+ + 1=

n 1,ѝ1,ѝ1( )=

Р и с .ѝ15.16

dl τ0
d l=

C a

A B C A
∫° dl⋅ a

A B
∫ dl⋅ a

B C
∫+ dl⋅ a

C A
∫+ dl⋅= =

z 0= x y+ 1= y 1 x–=

d y d– x=

a x i x 3y+( )j 5x y+( )k+ += dl d x i d y j+=

a dl⋅ x d x x 3y+( )d y+=
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.

НаѝотрезкеѝВСѝверныѝсоотношения:ѝ

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,

,

.

НаѝотрезкеѝСАѝимеем:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ

,

.

Следовательно,ѝ

.

2.ѝВычислимѝциркуляциюѝданногоѝполяѝсѝпомощьюѝформу-

лыѝСтоксаѝ(15.27).ѝДляѝэтогоѝопределим:ѝ
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A B
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334

Решениеѝтиповогоѝварианта

1. Вычислитьѝ циркуляциюѝ векторногоѝ поляѝ

ѝпоѝконтуруѝтреугольни-

ка,ѝполученногоѝвѝрезультатеѝпересеченияѝплоскостиѝ(р):

ѝ сѝ координатнымиѝ плоскостями,ѝ приѝ положи-

тельномѝнаправленииѝобходаѝотносительноѝнормальногоѝвек-

тораѝ ѝэтойѝплоскостиѝдвумяѝспособами:ѝ1)ѝисполь-

зовавѝопределениеѝциркуляции;ѝ2)ѝсѝпомощьюѝформулыѝСток-

саѝ(15.27).

Вѝрезультатеѝпересеченияѝплоскостиѝ(р)ѝсѝкоординатными

плоскостямиѝполучимѝтреугольникѝАВСѝ(рис.ѝ15.16)ѝиѝукажем

наѝ немѝ положительноеѝ направлениеѝ обходаѝ контураѝАВСАѝ в

соответствииѝсѝусловиемѝзадачи.ѝ

1.ѝ Вычислимѝ циркуляциюѝ Сѝ данногоѝ поляѝ поѝ формуле
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.

Наѝ отрезкеѝ АВѝ ѝ имеем:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,

,ѝ ,

,

a M( ) =
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Р и с .ѝ15.16
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.

НаѝотрезкеѝВСѝверныѝсоотношения:ѝ

,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ ,
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.

НаѝотрезкеѝСАѝимеем:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ
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.

Следовательно,ѝ

.

2.ѝВычислимѝциркуляциюѝданногоѝполяѝсѝпомощьюѝформу-

лыѝСтоксаѝ(15.27).ѝДляѝэтогоѝопределим:ѝ
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.

ВѝкачествеѝповерхностиѝSѝвѝформулеѝСтоксаѝвозьмемѝбоко-

вуюѝповерхностьѝпирамидыѝОАВС:

.

ПоѝформулеѝСтоксаѝимеем:

,

гдеѝ ; .

ѝСледовательно,ѝ

.

2.ѝНайтиѝвеличинуѝиѝнаправлениеѝнаибольшегоѝизменения

функцииѝ ѝвѝточкеѝМ0(1,ѝ1,ѝ1).

Находимѝ частныеѝ производныеѝфункцииѝ ѝ вѝ любой

точкеѝМ(х,ѝу,ѝz)ѝиѝвѝточкеѝМ0:

, ѝ ,

, ѝ ,

, ѝ .

Тогдаѝ вѝ точкеѝМ0(1,ѝ 1,ѝ 1)ѝ имеем:ѝ .

НаибольшаяѝскоростьѝизмененияѝполяѝвѝточкеѝМ0ѝдостигается

вѝнаправленииѝ ѝиѝчисленноѝравнаѝ :

rotѝa M( )

i

∂
∂x
------

x 2z–

ѝѝѝ

j

∂
∂y
------

x 3y z+ +

ѝѝѝ

k

∂
∂z
-----

5x y+

7j– k+= =

S SO C A SO A B SO B C+ +=

C rotѝa∫
S
∫ n

0
d S⋅ rotѝa∫

S
∫ dS⋅= =

dS d y d z i d x d z j d x d y k+ += rotѝa dS⋅( ) 7– d x d z d x d y+=

C 7– d x d z∫
S
∫ d x d y+ 7 xd zd∫

SO A C

∫– xd yd∫
SO A B

∫+ 3–= = =

u M( ) 5x
2

y z 7x y
2

z– 5x y z
2+=

u M( )

∂u M( )
∂x

---------------- 10x y z 7y
2

z– 5y z
2+=

∂u M0( )
∂x

------------------- 10 7– 5+ 8= =

∂u M( )
∂y

---------------- 5x
2

z 14x y z– 5x z
2+=

∂u M0( )
∂y

------------------- 5 14– 5+ 4–= =

∂u M( )
∂z

---------------- 5x
2

y 7x y
2– 10x y z+=

∂u M0( )
∂z

------------------- 5 7– 10+ 8= =

gradѝu M0( ) 8i 4j– 8k+=

gradѝu M0( ) gradѝu M0( )
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.

3.ѝНайтиѝнаибольшуюѝплотностьѝ циркуляцииѝ векторного

поляѝ ѝвѝточкеѝМ0(2,ѝ–1,ѝ1).

Наибольшаяѝ плотностьѝ циркуляцииѝ векторногоѝ поля

ѝвѝданнойѝточкеѝМ0ѝдостигаетсяѝвѝнаправленииѝротораѝи

численноѝравнаѝ .ѝНаходим:

,

,ѝ .ѝ

4.ѝВыяснить,ѝявляетсяѝлиѝвекторноеѝполеѝ

ѝсоленоидальным.

Векторноеѝполеѝ ѝ–ѝ соленоидальное,ѝ еслиѝвѝкаждой

егоѝточкеѝ .ѝНаходим:

.

15.8.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ15

1.ѝНайтиѝплощадьѝчастиѝповерхностиѝшараѝ ,

расположеннойѝвнеѝцилиндровѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)

∂u M0( )
∂ѝgradѝu
--------------------- max

∂u M0( )
∂s

------------------- gradѝu M0( )= = =

82 4–( )2 82+ + 12= =

a M( ) x y
2

z
2

i x
2

y z
2

j x y z k+ +=

a M( )

rotѝa M0( )

rotѝa M( )

i

∂
∂x
------

x y
2

z
2

ѝѝѝ

j

∂
∂y
------

x
2

y z
2

ѝѝѝ

k

∂
∂z
-----

x y z

= =

x z 2x
2

y z–( )i y z 2x y
2

z–( )j–=

rotѝa M0( ) 10i 5j+= rotѝa M0( ) 102 52+ 5 5= =

a M( ) y z+( )i +=

x y j x z k–+

a M( )

divѝa M( ) 0=

divѝa M( ) ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R

∂z
-------+ + ∂

∂x
------ z y+( ) += =

∂
∂y
------ x y( ) ∂

∂z
----- x– z( )+ + 0 x x–+ 0= =

x
2

y
2

z
2+ + a

2=

x
2

y
2+ a x±= 8a

2
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ВѝкачествеѝповерхностиѝSѝвѝформулеѝСтоксаѝвозьмемѝбоко-

вуюѝповерхностьѝпирамидыѝОАВС:

.

ПоѝформулеѝСтоксаѝимеем:

,

гдеѝ ; .

ѝСледовательно,ѝ

.
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, ѝ ,

, ѝ .

Тогдаѝ вѝ точкеѝМ0(1,ѝ 1,ѝ 1)ѝ имеем:ѝ .

НаибольшаяѝскоростьѝизмененияѝполяѝвѝточкеѝМ0ѝдостигается
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∫ d x d y+ 7 xd zd∫

SO A C
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SO A B
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2
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3.ѝНайтиѝнаибольшуюѝплотностьѝ циркуляцииѝ векторного

поляѝ ѝвѝточкеѝМ0(2,ѝ–1,ѝ1).

Наибольшаяѝ плотностьѝ циркуляцииѝ векторногоѝ поля

ѝвѝданнойѝточкеѝМ0ѝдостигаетсяѝвѝнаправленииѝротораѝи

численноѝравнаѝ .ѝНаходим:

,

,ѝ .ѝ

4.ѝВыяснить,ѝявляетсяѝлиѝвекторноеѝполеѝ

ѝсоленоидальным.

Векторноеѝполеѝ ѝ–ѝ соленоидальное,ѝ еслиѝвѝкаждой

егоѝточкеѝ .ѝНаходим:

.

15.8.ѝДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕѝЗАДАЧИѝКѝГЛ.ѝ15

1.ѝНайтиѝплощадьѝчастиѝповерхностиѝшараѝ ,

расположеннойѝвнеѝцилиндровѝ .ѝ(Ответ:ѝ .)
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------------------- gradѝu M0( )= = =

82 4–( )2 82+ + 12= =
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divѝa M( ) ∂P
∂x
------- ∂Q

∂y
------- ∂R
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∂x
------ z y+( ) += =

∂
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2.ѝВычислитьѝмассуѝповерхностиѝкубаѝ ,ѝ ,

,ѝеслиѝповерхностнаяѝплотностьѝвѝточкеѝМ(х,ѝу,ѝz)ѝрав-

наѝхуz.ѝ(Ответ:ѝ3/4.)

3.ѝВычислитьѝкоординатыѝцентраѝмассѝконическойѝповерх-

ностиѝ ,ѝ ,ѝеслиѝееѝплотностьѝвѝкаждойѝточке

пропорциональнаѝ расстояниюѝ отѝ этойѝ точкиѝ доѝ осиѝ конуса.

(Ответ:ѝ(0,ѝ0,ѝ3/4).)

4.ѝВѝкакихѝточкахѝпространстваѝградиентѝскалярногоѝпо-

ляѝ :ѝа)ѝперпендикуляренѝкѝосиѝOz;

б)ѝравенѝнулю?ѝ(Ответ:ѝа)ѝ ;ѝб)ѝ .)

5.ѝВычислитьѝнаибольшуюѝскоростьѝвозрастанияѝскалярно-

гоѝ поляѝ ѝ вѝ точкеѝМ0(2,ѝ 1,ѝ 2).ѝ (Ответ:

.)

6.ѝПоказать,ѝ чтоѝ вѝ точкеѝА(4,ѝ–12)ѝ производнаяѝфункции

ѝпоѝлюбомуѝнаправлениюѝравнаѝнулю.

7. Уравненияѝ движенияѝ материальнойѝ точки:ѝ ,

,ѝ .ѝСѝкакойѝскоростьюѝувеличиваетсяѝрасстояние

отѝэтойѝточкиѝдоѝначалаѝкоординат?ѝ(Ответ:ѝ .)

8.ѝДваѝпарохода,ѝодновременноѝвышедшихѝизѝпунктаѝА,ѝдви-

жутсяѝодинѝнаѝсевер,ѝдругойѝнаѝсеверо-восток.ѝСкоростьѝдвиже-

нияѝпароходовѝ20ѝкм/чѝиѝ40ѝкм/ч.ѝСѝкакойѝскоростьюѝувеличи-

ваетсяѝрасстояниеѝмеждуѝними?ѝ(Ответ:ѝ ѝкм/ч.)

9.ѝ Записатьѝ уравненияѝ силовыхѝ линийѝ векторногоѝ поля

.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝ .)

0 x 1≤ ≤ 0 y 1≤ ≤

0 z 1≤ ≤

z
2

x
2

y
2+= 0 z 1≤ ≤

u M( ) x
3

y
3

z
3 3x y z–+ +=

z
2

x y= x y z= =

u M( ) x
2

y y
2

z z
2

x+ +=

209

z x
3 3x

2 6x y y
2+ + +=

x t=

y t
2= z t

3=

1 2t
3 3t

4+ +

1 t
2

t
4+ +

-------------------------------

20 5 2 2–

a M( ) x i y j 2z k+ += y C1x= z C2x
2=
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10.ѝ Векторноеѝ полеѝ определяетсяѝ силой,ѝ модульѝ которой

обратноѝпропорционаленѝрасстояниюѝотѝточкиѝееѝприложения

доѝплоскостиѝОху.ѝСилаѝнаправленаѝкѝначалуѝкоординат.ѝНай-

тиѝдивергенциюѝэтогоѝполя.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝгдеѝkѝ–

коэффициентѝпропорциональности.)

11.ѝТвердоеѝтелоѝвращаетсяѝвокругѝосиѝOzѝсѝугловойѝскоро-

стьюѝ .ѝВекторѝлинейнойѝскоростиѝvѝимеетѝпроекцииѝнаѝоси

координат:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝНайти:ѝа)ѝроторѝвек-

тораѝv;ѝб)ѝциркуляциюѝвектораѝvѝпоѝокружностиѝ ѝв

положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительноѝ ортаѝ k.

(Ответ:ѝа)ѝ(0,ѝ0,ѝ );ѝб)ѝ .)

k– z x
2

y
2

z
2+ +( )⁄

ω

vx ω– y= vy ωx= vz 0=

x
2

y
2+ a

2=

2ω 2πa
2ω



338

2.ѝВычислитьѝмассуѝповерхностиѝкубаѝ ,ѝ ,

,ѝеслиѝповерхностнаяѝплотностьѝвѝточкеѝМ(х,ѝу,ѝz)ѝрав-

наѝхуz.ѝ(Ответ:ѝ3/4.)
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пропорциональнаѝ расстояниюѝ отѝ этойѝ точкиѝ доѝ осиѝ конуса.
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10.ѝ Векторноеѝ полеѝ определяетсяѝ силой,ѝ модульѝ которой

обратноѝпропорционаленѝрасстояниюѝотѝточкиѝееѝприложения

доѝплоскостиѝОху.ѝСилаѝнаправленаѝкѝначалуѝкоординат.ѝНай-

тиѝдивергенциюѝэтогоѝполя.ѝ(Ответ:ѝ ,ѝгдеѝkѝ–

коэффициентѝпропорциональности.)

11.ѝТвердоеѝтелоѝвращаетсяѝвокругѝосиѝOzѝсѝугловойѝскоро-

стьюѝ .ѝВекторѝлинейнойѝскоростиѝvѝимеетѝпроекцииѝнаѝоси

координат:ѝ ,ѝ ,ѝ .ѝНайти:ѝа)ѝроторѝвек-
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положительномѝ направленииѝ обходаѝ относительноѝ ортаѝ k.

(Ответ:ѝа)ѝ(0,ѝ0,ѝ );ѝб)ѝ .)
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5.25.ѝ . 5.26.ѝ .
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4.3. ,ѝ :ѝ ѝотѝточкиѝА(–1,ѝ1)ѝдоѝточ-

киѝВ(1,ѝ1).

4.4. ,ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝзаключенныйѝмеждуѝточ-

камиѝА(0,ѝ )ѝиѝВ( ,ѝ0).

4.5. ,ѝ :ѝ ,ѝ ѝотѝточкиѝА( ,ѝ0)

доѝточкиѝВ(0,ѝ0).

4.6. ,ѝ ѝ–ѝконтурѝтреугольникаѝсѝвершинамиѝА(–1,ѝ0),

В(1,ѝ0),ѝС(0,ѝ1).
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4.14. ,ѝ ѝ –ѝ первыйѝ лепестокѝ лемнискатыѝ Бернуллиѝ

.

4.15.ѝ ,ѝLѝ–ѝокружностьѝ .

4.16.ѝ ,ѝLѝ–ѝперваяѝаркаѝциклоидыѝ ,ѝ .
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4.20. ,ѝ Lѝ –ѝ первыйѝ витокѝ винтовойѝ линииѝ ,
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4.22.ѝ ,ѝLѝ–ѝокружностьѝ .

4.23.ѝ ,ѝLѝ–ѝокружностьѝ ,ѝ .

4.24.ѝ ,ѝLѝ–ѝэллипсѝ ,ѝ .

4.25. ,ѝ ѝ–ѝ контурѝ треугольникаѝ сѝ вер-

шинамиѝО(0,ѝ0),ѝА(1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).

4.26. ,ѝ Lѝ –ѝ дугаѝ окружностиѝ ,ѝ

.

x y+( ) ld

L
∫ L ρ2 =

a
2 2ϕcos=

x
2

y
2+ d l

L
∫° x

2
y

2+ a x=

y
2

ld

L
∫ x a t tsin–( )= y a 1 tcos–( )=
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0 t π 4⁄≤ ≤( )
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4.27. ,ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝ заключенныйѝмежду

точкамиѝА(1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3).

4.28. ,ѝ ѝ–ѝдугаѝкривойѝ ѝотѝточкиѝА(0,ѝ1)ѝдоѝточки

В(1,ѝ2).

4.29. ,ѝ :ѝ ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ

4.30.ѝ ,ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝзаключенныйѝмеждуѝточка-

миѝА(1,ѝ1)ѝиѝВ(3,ѝ3).

5

Вычислитьѝработуѝ силыѝFѝ приѝперемещенииѝматериальнойѝ точкиѝвдоль
линииѝLѝотѝточкиѝАѝдоѝточкиѝВ.ѝ

5.1.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(–4,ѝ0),ѝB(0,ѝ2).

5.2.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝA(2,ѝ0),ѝB(0,ѝ1).

5.3.ѝ ,ѝLѝ–ѝотрезокѝАВ,ѝА(–1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).

5.4.ѝ ,ѝL:ѝ ѝA(2,ѝ0),ѝB(0,ѝ0).

5.5.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(0,ѝ0),ѝB(2,ѝ8).

5.6.ѝ ,ѝLѝ–ѝотрезокѝАВ,ѝА(1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).

5.7.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝА(3,ѝ0),ѝВ(–3,ѝ0).

5.8.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝА(0,ѝ0).ѝВ(1,ѝ2).

5.9.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝА(R,ѝ0),ѝВ(–R,ѝ0).

5.10.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝА(0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ2).

5.11.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝA(1,ѝ0),ѝB(0,ѝ3).

5.12.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝA(1,ѝ0),

B(–1,ѝ0).

5.13.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA( ,ѝ0),ѝB(0,ѝ0).
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⎧
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y
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F x y x
2

y
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y
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y
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5.14.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(–1,ѝ1),ѝB(1,ѝ1).

5.15.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

A(4,ѝ0),ѝB(0,ѝ4).

ВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝаѝвдольѝконтураѝГѝ(вѝнаправле-

нии,ѝсоответствующемѝвозрастаниюѝпараметраѝt).

5.16.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.17.ѝ ,ѝГ:ѝ

5.18.ѝ ,ѝГ:ѝ

5.19.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.20.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.21.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.22.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.23.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.24.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.25.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.26.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.27.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.28.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.29.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.30.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

6.ѝВычислитьѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝаѝчерезѝзамкнутуюѝповерхностьѝS
(нормальѝвнешняя).ѝ

6.1.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.2.ѝ ,ѝS:ѝ .

F x y+( )i ѝ+ѝ x y–( ) j= y x
2=

F x y x
2

y
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2

y
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a 3y i 3x j– x k+=
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⎨
⎧

a x i 2z
2

j– y k+=
x 3 t ,ѝѝycos 4 t ,sin= =
z 6 tcos 4 tsin– 1.+=⎩
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4.27. ,ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝ заключенныйѝмежду

точкамиѝА(1,ѝ1)ѝиѝВ(2,ѝ3).

4.28. ,ѝ ѝ–ѝдугаѝкривойѝ ѝотѝточкиѝА(0,ѝ1)ѝдоѝточки

В(1,ѝ2).

4.29. ,ѝ :ѝ ѝотѝточкиѝО(0,ѝ0)ѝдоѝточкиѝА(1,ѝ1).ѝ

4.30.ѝ ,ѝ ѝ–ѝотрезокѝпрямой,ѝзаключенныйѝмеждуѝточка-

миѝА(1,ѝ1)ѝиѝВ(3,ѝ3).

5

Вычислитьѝработуѝ силыѝFѝ приѝперемещенииѝматериальнойѝ точкиѝвдоль
линииѝLѝотѝточкиѝАѝдоѝточкиѝВ.ѝ

5.1.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(–4,ѝ0),ѝB(0,ѝ2).

5.2.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝA(2,ѝ0),ѝB(0,ѝ1).

5.3.ѝ ,ѝLѝ–ѝотрезокѝАВ,ѝА(–1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).

5.4.ѝ ,ѝL:ѝ ѝA(2,ѝ0),ѝB(0,ѝ0).

5.5.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(0,ѝ0),ѝB(2,ѝ8).

5.6.ѝ ,ѝLѝ–ѝотрезокѝАВ,ѝА(1,ѝ0),ѝВ(0,ѝ1).

5.7.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝА(3,ѝ0),ѝВ(–3,ѝ0).

5.8.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝА(0,ѝ0).ѝВ(1,ѝ2).

5.9.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝА(R,ѝ0),ѝВ(–R,ѝ0).

5.10.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝА(0,ѝ0),ѝВ(1,ѝ2).

5.11.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝA(1,ѝ0),ѝB(0,ѝ3).

5.12.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝA(1,ѝ0),

B(–1,ѝ0).

5.13.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA( ,ѝ0),ѝB(0,ѝ0).
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∫ LA B y e
x–=

2x y xd x
2+ yd

LO A
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5.14.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝA(–1,ѝ1),ѝB(1,ѝ1).

5.15.ѝ ,ѝL:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

A(4,ѝ0),ѝB(0,ѝ4).

ВычислитьѝциркуляциюѝвекторногоѝполяѝаѝвдольѝконтураѝГѝ(вѝнаправле-

нии,ѝсоответствующемѝвозрастаниюѝпараметраѝt).

5.16.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.17.ѝ ,ѝГ:ѝ

5.18.ѝ ,ѝГ:ѝ

5.19.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.20.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.21.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.22.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.23.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.24.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.25.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.26.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ ,ѝ .

5.27.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.28.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.29.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

5.30.ѝ ,ѝГ:ѝ ,ѝ .

6.ѝВычислитьѝпотокѝПѝвекторногоѝполяѝаѝчерезѝзамкнутуюѝповерхностьѝS
(нормальѝвнешняя).ѝ

6.1.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.2.ѝ ,ѝS:ѝ .

F x y+( )i ѝ+ѝ x y–( ) j= y x
2=

F x y x
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6.3. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.4. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

.

6.5. ,ѝ S:ѝ

.

6.6.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.7.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.8.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.9.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.10.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.11.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.12. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.13.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.14.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.15.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.

6.16.ѝѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.17.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.18.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.19.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.20.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.21. ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.22. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.23.ѝ ,ѝS:ѝ .
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6.24.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.25.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.26.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.27.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.28. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.29. ,ѝS:ѝ ,ѝ ,

.

6.30.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

3.ѝКонтрольнаяѝработаѝ«Приложенияѝкратныхѝинтеграловѝ
кѝзадачамѝгеометрическогоѝиѝфизическогоѝсодержания»ѝ(2ѝчаса)

1.ѝВычислитьѝплощадьѝплоскойѝфигуры,ѝограниченнойѝданнымиѝлиниями.

1.1.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.2.ѝ ,ѝ .

1.3.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.4.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.5.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.6.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.7.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.12.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.14.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.15.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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6.3. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.4. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

.

6.5. ,ѝ S:ѝ

.

6.6.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.7.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.8.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.9.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.10.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.11.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.12. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.13.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.14.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.15.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ ,

.

6.16.ѝѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.17.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.18.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.19.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.20.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.21. ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.22. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.23.ѝ ,ѝS:ѝ .
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6.24.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.25.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ ,ѝ .

6.26.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.27.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

6.28. ,ѝ S:ѝ ,ѝ ,ѝ ,

,ѝ .

6.29. ,ѝS:ѝ ,ѝ ,

.

6.30.ѝ ,ѝS:ѝ ,ѝ .

3.ѝКонтрольнаяѝработаѝ«Приложенияѝкратныхѝинтеграловѝ
кѝзадачамѝгеометрическогоѝиѝфизическогоѝсодержания»ѝ(2ѝчаса)

1.ѝВычислитьѝплощадьѝплоскойѝфигуры,ѝограниченнойѝданнымиѝлиниями.

1.1.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.2.ѝ ,ѝ .

1.3.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.4.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.5.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.6.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.7.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.8.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.9.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.10.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.11.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.12.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.13.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.14.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.15.ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .
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1.16.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.17.ѝ ,ѝ .

1.18.ѝ .

1.19.ѝ ,ѝ .

1.20.ѝ .

1.21.ѝ ,ѝ .

1.22.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.23.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.24.ѝ .

1.25.ѝ ,ѝ .

1.26.ѝ ,ѝ .

1.27.ѝ .

1.28.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.29.ѝ ,ѝ .

1.30.ѝ .

2.ѝВычислитьѝплощадьѝчастиѝповерхностиѝ ,ѝотсекаемойѝповерхностью

(илиѝповерхностями)ѝ ;ѝR,ѝr,ѝa,ѝbѝ–ѝнеѝравныеѝнулюѝчисла.ѝ

2.1.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.2.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.3.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.4.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.5.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.6.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.7.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.8.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .
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2.9.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.10.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.11.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.12.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.13.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.14.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.15.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.16.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.17.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.18.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.19.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.20.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.21.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.22.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.23.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.24.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.25.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.26.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.27.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.28.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.29.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.30.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

3.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝзаданногоѝограничивающимиѝегоѝповерхностями.ѝ

3.1.ѝ ,ѝ .

3.2.ѝ ,ѝ ,ѝ .

3.3.ѝ ,ѝ .
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1.16.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.17.ѝ ,ѝ .

1.18.ѝ .

1.19.ѝ ,ѝ .

1.20.ѝ .

1.21.ѝ ,ѝ .

1.22.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.23.ѝ ,ѝ ,ѝ .

1.24.ѝ .
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2.8.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .
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2.9.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.10.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.11.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.12.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.13.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.14.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.15.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.16.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.17.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.18.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.19.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.20.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.21.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.22.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.23.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.24.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ .

2.25.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.26.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.27.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.28.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ ,ѝ ,ѝ ,ѝ .

2.29.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

2.30.ѝ :ѝ ,ѝ :ѝ .

3.ѝВычислитьѝобъемѝтела,ѝзаданногоѝограничивающимиѝегоѝповерхностями.ѝ
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3.2.ѝ ,ѝ ,ѝ .

3.3.ѝ ,ѝ .
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